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Yorwort. 

Dem  Plane  dieser  Sammlung  entsprecliend  hat  sich 
der  Verfasser  die  Aufgabe  gestellt,  im  vorhegenden  Buche 
eine  möghchst  elementar  gehaltene  Einführung  in  die 
Gruppen-  und  Substitutionentheorie  zu  geben.  An  einigen 
Stellen,  besonders  im  7.  Kapitel,  "^ar  dies  mit  großen 
Schwierigkeiten  verbunden;  aber  die  Wichtigkeit  des  Ge- 
botenen überwog  formale  Bedenken,  Daß  ein  so  vorzüg- 
liches Werk  wie  die  ,,Theory  of  groups  of  finite  order" 
von  W.  Burnside  nicht  ohne  Einfluß  auf  Anordnung  und 
Stoff  des  hier  Gebotenen  war,  bedarf  keiner  Becht- 
fertigung.  —  Die  Anwendungen  der  behandelten  Theorie, 
besonders  bei  algebraischen  Fragen,  zu  geben,  lag  nicht  in 
der  Absicht  des  Verfassers. 

E.  Netto. 
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1.  Kapitel. 

Grundbegriffe  der  Gruppentheorie. 

§  1.  Eine  Eeihe  von  Elementen  a  ,  h  ,  c ,  d  ,  e  ,  ... 
möge  folgende  drei  Eigeuscliaften  basitzen: 

I.  Die  Verknüpfung  von  zwei  beliebigen  Ele- 
menten a  und  b  der  Elementenreihe  in  gegebener 
Folge  bestimmt  eindeutig  ein  drittes  der  Eeihe. 
Diese  Verknüpfung  nennen  wir  Komposition  und  die 
Operation  selbst:  komponieren.  Man  kann  zwei  Elemente 
a  und  b  je  nach  ihrer  Anordnung  auf  zwei  Arten  kom- 
ponieren; die  Bezeichnung  der  Komposition  von  a  und  b 
ist  je  nach  der  Ordnung  der  Elemente  a  •  b  oder  b  •  a  ,  also 
mit  der  Produktbezeichnung  der  Algebra  identisch;  der 
Punkt,  das  Multiplikationszeichen,  darf  auch  unterdrückt 
werden.  Ein  Element  kann  mit  sich  selbst  komponiert 
werden. 

II.  Aus  jeder  der  beiden  Gleichungen 

(1)  ac  =  bc     und     ca  =  cb 

folgt  die  Gleichheit  a  =  b  . 

III.  Für  die  Komposition  von  drei  Elementen 
a,  b,  c  gilt  das  assoziative  Gesetz 

(2)  iab)-c==a.{bc)', 

anders  ausgedrückt:  wenn  ab  =  d  und  bc  =  e,  so  ist 
de  =  ae . 

Sind  diese  drei  Annahmen  verwirklicht,  so  sagt  man: 
die  Elemente  a,  b,  c,  d,  e,  ...    bilden  eine  Gruppe. 

Das  bei  gewöhnhcher  Multiplikation  bestehende 
kommutative  Gesetz  ab  =  ba  gilt  für  Gruppen  im  all- 
gemeinen nicht;  darin  liegt  der  Unterschied  zwischen  Kom- 
position und  Multiplikation  und  die  erweiternde  Bedeutung 
der  ersten.    Wir  werden  gleichwohl,  sobald  VerwechseluDgeu 
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nicht  zu  befürchten  sind,  die  algebraischen  Ausdrücke 
Multiplikation,  Produkt,  Faktor  auch  in  der  Gruppen- 
theorie verwenden. 

Bei  einem  Produkt  ah  heiße  a  die  linke  Kompo- 
nente oder  der  linke  Faktor,  b  die  rechte  Kompo- 
nente oder  der  rechte  Faktor;  aus  a  das  Produkt  ah 
(oder  h  a)  herleiten  heiße  ,,a  mit  h  rechtsseitig  (bzw. 
linksseitig)  multiphzieren". 

Die  Elemente  a,h,c,d,e,...  können  irgendwelche 
Dinge  sein,  von  denen  nur  vorausgesetzt  wird,  daß  sie 
voneinander  verschieden  und  unterscheidbar  sind.  Wir 
können  aber  unter  den  Elementen  auch  Operationen  ver- 
stehen, die  an  gegebenen  Objekten  vorgenommen  werden. 
Für  beide  Möglichkeiten  bietet  der  folgende  Paragraph  Bei- 
spiele dar.  Weil  bei  der  besonders  wichtigen  Verwendung 
der  Gruppentheorie  auf  Permutationen  die  Bezeichnung 
,, Element"  für  die  zu  permutierenden  Gegenstände  ge- 
braucht wird,  so  wollen  wir  bei  unseren  allgemeinen  Be- 
trachtungen für  die  a ,  h ,  c ,  ...  durchgängig  die  Be- 
zeichnung ,, Operatoren"  verwenden,  wie  dies  von  eng- 
lischen Autoren  eingefülirt  ist. 

Unabhängig  von  der  Geltung  der  drei  gemachten 
Voraussetzungen  über  die  Elemente  oder  Operatoren 
nennen  wir  eine  gegebene  Gesamtheit  von  Elementen  oder 
Operatoren  einen  Komplex  oder  eine  Komplexion. 

§  2.  Gruppeubildungen  kommen  in  der  Mathematik 
recht  häufig  vor. 

Alle  ganzen  und  auch  schon  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  bilden  bei  Verwendung  der  Addition  als  Kom- 
positionsgesetz eine  Gruppe;  die  ungeraden  Zahlen  allein 
bilden  hierbei  nur  einen  Komplex,  keine  Gruppe;  die  ge- 
raden Zahlen  bilden  auch  hier  für  sich  eine  Gruppe.  — 
Wählt  man  die  Multiplikation  als  Kompositionsvorschrift 
bei  den  ganzen  Zahlen,  so  tritt  gleichfalls  nur  ein  Kom- 
plex auf;  denn  die  Annahme  II,  §  1  ist  verletzt,  da  aus 
a-O  =  h  -0  nicht  a  =  h  gefolgert  werden  kann.  Dagegen 
bilden  hier  die  ganzen  und  auch  die  geraden  Zahlen  mit 
Ausschluß  der  Null  eine  Gruppe.  —  Bei  der  Verwendung 
der  Division  als  Kompositionsvorschrift  bilden  die  rationalen 
Zahlen  mit  Ausschluß  der  Null  eine  Gruppe.  —  Das  Po- 
tenzieren kann   nicht  als  Kompositionsvorschrift  benutzt 
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werden,  da  wegen  der  im  allgemeinen  geltenden  Be- 
ziehung 

die  Bedingung  III  verletzt  wird. 

Audi  geometrische  Betrachtungen  führen  zu  Gruppen- 
bildungen, Ist  z.  B.  einer  Kugel  einer  der  fünf  regulären 
Körper:  Tetraeder,  Hexaeder,  Oktaeder,  Dodekaeder, 
Ikosaeder  einbeschriebeu,  etwa  ein  Tetraeder,  so  kann  jede 
Bewegung  der  Kugelfläche  in  sich,  die  das  Tetraeder  in 
sich  selbst  überführt,  als  Operator  einer  Gruppe  aufgefaßt 
werden,  gleichgültig,  ob  hierdurch  die  Ecken  ihre  früheren 
Plätze  einnehmen  oder  sie  untereinander  vertauschen.  Eine 
speziellere  Gruppe  wird  dabei  erhalten,  wenn  man  nur 
Drehungen,  d.  h.  solche  Bewegungen  benutzt,  bei  denen 
eine  Achse  fest  bleibt,  oder  wenn  man  jede  Ecke  auf 
ihren  ursprünglichen  Platz  zurückführt. 

§  3.  In  den  soeben  besprochenen  arithmetischen  und 
geometrischen  Beispielen  trat  eine  unendliche  Anzahl  von 
Operatoren  auf.  Es  lassen  sich  aber  leicht  auch  Gruppen 
mit  einer  endlichen  Operatorenzahl  herleiten. 

Betrachten  wir,  wie  es  in  der  Zahlentheorie  üblich 
ist,  statt  der  ganzen  Zahlen  selbst  nur  ihre  Beste  bei 
der  Division  durch  eine,  für  die  gesamte  Betrachtung  feste 
ganze  Zahl,  den  Modul,  und  rechnen  wir  alle  Zahlen, 
die  bei  der  Division  durch  den  Modul  den  gleichen  Best 
lassen,  zu  einer  Klasse,  so  können  wir  diese  Klassen, 
deren  Anzahl  der  Größe  des  Moduls  gleichkommt,  als 
Operatoren  ansehen. 

Dabei  hat  für  einen  beliebigen  Modul  w  bei  der 
Addition  als  Kompositionsvorschrift  der  Komplex  der 
durch  die  n  Eestklassen  0 ,  1 ,  2 ,  ...  (w  —  1)  gegebenen 
Operatoren  die  Gruppeneigenschaft. 

Bei  der  Verwendung  der  Multiplikation  auf  diese 
Klassen  ist  das  nicht  mehr  ohne  weiteres  so.  Nehmen  wir 
z.  B.  n  =  S ,  so  kann  aus  der  Kongruenz 

a.4  =  &-4     (modS) 

nicht  geschlossen  werden  a  ^=h  (modS),  wie  man  z.  B. 
aus  a  =  1 ,  h  =  3  ersieht.  Dagegen  entsteht  auch  hier  eine 
Gruppe,  falls  der  Modul  eine  Primzahl  ist. 

1* 
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Je  nach  der  endlichen  oder  der  unendlichen  Anzahl 
ihrer  Operatoren  heißt  die  Gruppe  eine  endliche  oder 
eine  unendliche.  Die  Anzahl  der  Operatoren  einer 
Gruppe  heißt  ihre  Ordnung.  Wir  beschäftigen  uns  im 
folgenden  fast  ausschließlich  mit  endlichen  Gruppen. 

§  4.  Bei  endlichen  Gruppen  lassen  sich  aus  den 
Forderungen  I  und  II  des  §  1  einige  wichtige  Schlüsse 
ziehen, 

Bedeuteta  einen  behebigen  festen  Operator  der  Gruppe 
und  X  einen  unbestimmten  Operator  derselben  Gruppe, 
der  der  Eeihe  nach  alle  Operatoren  rr, ,  a?, ,  x^ ,  .  .  . ,  Xn 
der  Gruppe  von  der  Ordnung  n  durchläuft,  so  gibt  es 
nach  I,  §  1  Operatoren  i/j ,  y.,,  ...,  i/„  der  Gruppe,  die 
bzw.  die  Gleichungen 

2/i  =  a  rri  ,     yo  =  ax.,,     Vs^ax.^  ,      .  .  . ,     ?/„  =  a  x„ 

befriedigen.  Wie  die  x;. ,  so  sind  hierin  auch  die  y^  unter- 
einander verschieden,  da  aus  ax:^  =  axß  nach  II,  §  1  folgen 
würde  Xg^=^  Xß.  Mit  den  X}.  durchläuft  also  y;.  =  a  X),  alle 
Operatoren  der  Gruppe  und  wird  jedem  ein-  und  nur  ein- 
mal gleich.  Daher  gibt  es  stets  einen  und  auch  nur  einen 
Operator  der  Gruppe,  der  die  Gleichung  mit  der  Unbekannten  j: 
befriedigt 

a  a?  =  fe  . 

In  entsprechender  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  in  end- 
lichen Gruppen  die  Gleichung  mit  der  unbekannten  hnken 
Komponente 

xa  =^h 

für  jedes  a  und  jedes  h  eine  und  nur  eine  Lösung  x  hat. 
Bei  unendlichen  Gruppen  versagen  die  verwendeten 
Schlüsse,  und  die  Eesultate  gelten  nicht  mehr.  Das  er- 
kennt man  einfach  schon  aus  folgendem  Beispiele.  Die 
Operatoren  einer  Gruppe  seien  sämtliche  Potenzen  mit 
positiven  und  verschwindendem  Exponenten 

1 ,  a  ,  a-,  a^,  a^,   . .  . ,  a",    .  .  . 

einer  Größe  «,  die  a  weder  gleich  Null  noch  irgend  eine 
Einheitswurzel  sein  soll.  Als  Kompositionsvorschrift  gelte 
die  Multiplikation.  Dann  bilden  diese  Potenzen  eine 
Gruppe,  denn  es  sind  die  Bestimmungen  I,  II,  III  in  §  1 
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in  Kraft.  Die  Anzahl  der  Operatoren  dieser  Gruppe  ist 
unendlich  groß;  denn  aus  einer  Gleichung  a^  =  d  würde 
folgen,  daß  a  gleich  Null  oder  gleich  einer  Einheitswurzel 
ist.    Wie  man  sieht,  haben  aber  die  Gleichungen 

a-x  =^  a  ,     xa-  =^  a  ,     «*'+'  x  =  a''  ,     ...         (k  ,  l>  0) 

keine  Lösungen  für  die  Unbekannte  x  innerhalb  der 
Gruppe, 

§  5.  Die  Permutationen  einer  endlichen  Anzahl  ge- 
gebener Elemente  bilden  eins  der  wichtigsten  Beispiele  für 
endliche  Gruppen.  Sind  n  untereinander  verschiedene 
Elemente  a^,  oco ,  «3  ,  ...,  ä„  vorgelegt,  so  bezeichnet 
man  jede  andere  Reihenfolge  derselben  Elemente 

wo  die  tj ,  ?o ,  .  .  . ,  in  bis  auf  ihre  Anordnung  mit  den 
Zahlenindizes  1,  2,  .  .  .,  w  übereinstimmen,  als  eine  Per- 
mutation der  ursprünglichen  Elementenfolge.  Die 
Operation  des  Überganges  von  einer  ersten  zu  einer 
zweiten  Anordnung  nennt  man  eine  Substitution.  Man 
bezeichnet  sie  durch  das  Symbol 

oder  einfacher  durch  eins  der  Symbole,  die  nur  die  Indizes 
der  Elemente  angeben 

(^  =  1 ,  2  ,  3  ,  .  .  . ,  n)  . 

Als  Substitution  betrachten  wir  auch  den  Fall,  daß  man 
kein  Element  umstellt,  so  daß  also  jedes  k  =  ik  ist; 
hierfür  gehen  (3)  und  (3*)  über  in  die  Form 

(*)      (;;2;3;::;::)=(:)h...i-. 

Wir  nennen  da«  die  identische  oder  die  Einheits- 
substitution. 

Die  erste  Zeile  der  eingeführten  Klammersymbole  (3), 


s. 
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(3*),  (4)  kann  ganz  beliebig  angeordnet  werden.  So  kann 
man  statt  (3*)  auch  schreiben 

^/3,  1,  5,  4,  ...\      ^      _/w,  w-1,  ...,2,1\      _ 

Die  Anzahl  der  Substitutionen  unter  n  Ele- 
menten  ist  der  der  Permutationen  gleich,   also  n\ 

Wir  wollen  diese  Substitutionen  von  ii  Elementen  zu 
Operatoren  einer  Gruppe  machen.  Dazu  definieren  wir 
die  Komposition  zweier  Substitutionen  s^  und  Sk  als  die 
Substitution,  die  entsteht,  wenn  man  auf  die  ursprünglich 
gegebene  Anordnung  oc^,  öCg ,  «3 ,  . .  . ,  a„  der  Elemente 
zuerst  Si  und  auf  die  dadurch  hervorgerufene  neue  An- 
ordnung die  Substitution  s^.  anwendet.  Für  die  Gesamt- 
heit der  n\  Substitutionen  ist  dabei  I,  §  1  erfüllt. 

Das  ,, Produkt"  der  Operatoren  Si,  Sjc  ist  leicht  als 
Substitution  darzustellen.  Hat  man  nämlich  als  „Fak- 
toren" die  beiden  Substitutionen 

(5)  Si  =  \Q,i^\,     Si^=\q,  fc^l  , 
so  wird,  wie  man  sofort  erkennt, 

(6)  SiSk  =  \q,  i^l  '\q,  Tc^\  =  \q,  v|*  |*i?»  W  =  \9i  W  5 

denn  offenbar  sagt  1*^,,  Tci  1  dasselbe  aus  wie  \q,  Tc-^l,  so  daß 
der  zweite  Ausdruck  in  (6)  dem  dritten  gleich  wird. 

Ebenso  erhält  man  für  die  umgekehrte  Folge  der 
Faktoren  das  Resultat 

(6*)  SkSi=  \q,  ik^\  . 

Die  Vergleichung  von  (6)  und  (6*)  zeigt,  daß  das  kommu- 
tative  Gesetz  nicht  zu  gelten  braucht;  denn  es  wird  im 
allgemeinen  i/c    von  fe»    verschieden  sein. 

Ferner  folgt  das  assoziative  Gesetz  aus  den  Gleichungen 

somit  ist  auch  die  Forderung  III,  §  1  erfüllt. 

§  6.  Um  auch  über  II,  §  1  ins  klare  zu  kommen, 
verfahren  wir  so: 
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Mit  jeder  Substitution  Si  ist  eine  andere  Si  verknüpft, 
derart,  daß 

ist.  Die  Komposition  beider  ergibt  rechtsseitig  und  links- 
seitig in  gleicher  Weise 

SiSi=  \o ,  q\=1  ,     SiSi=\i^,  i^\  =1  . 

Das  Produkt  aus  si ,  s'c  oder  aus  s'i ,  si  liefert  also  die  oben 
bereits  eingeführte  identische  Substitution,  d.  h.  die,  die 
überhaupt  kein  Element  umstellt.  Wegen  dieser  Eigen- 
schaft nennen  wir  jede  der  beiden  Si  und  s'i  die  Eeziproke 
der  anderen  und  schreiben 

s'i  =  sr^     und     Si  =  (s'i)-^  . 


Ist 


so  wird 


Die  Reziproke  der  Reziproken  ist  die  ur- 
sprüngliche Substitution. 

Jetzt  können  wir  leicht  auch  II,  §  1  bei  dem  Kom- 
plexe aller  n\  Substitutionen  als  erfüllt  nachweisen.  Ist 
nämlich  eine  der  beiden  Gleichungen 

Si  Sk  =  Si  si     oder     s^  Si  =  Si  Si 

befriedigt,  so  folgt  aus  der  ersteii  durch  linksseitige  Multi- 
plikation mit  s'i 

Sk  =  srn«i«A)  =  sr^SiS,)  =  si , 

und  aus  der  zweiten  Gleichung  durch  rechtsseitige  Multi- 
plikation mit  s'i 

Sk  =  {SkSi)sr^  =  («(S,)sr^  --  si . 

Folglich  bildet  die  Gesamtheit  der  nl  Substitu- 
tionen von  n  Elementen  eine  Gruppe.  Sie  heißt  die 
symmetrische  Substitutionengruppe.  Ihre  Ordnung 
ist  w!  . 

Greift  man  aus  dieser  Gruppe  r  beliebige  Substitu- 
tionen Sg^,  Sß ,  Sy ,  .  . .  heraus,  so  gelten  f  üi"  ihren  Komplex 
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noch  immer  die  Forderungen  11  und  III,  §  1 ;  dagegen  gilt  I 
nicht  notwendig.  Sind  aber  die  Substitutionen  so  gewählt, 
daß  mit  s«  und  Sß  auch  s«  •  Sß  dem  Komplexe  angehört,  wie 
auch  immer  s«  ,  Sß  aus  dem  Komplexe  gewählt  sind,  so  geht 
der  Komi^lex  in  eine  Gru])j)e  der  Ordnung  r  über.  Eine 
jede  solche  Gruppe  soll  als  Substitutionengruppe  bezeich- 
net werden.  Die  Anzahl  der  durch  die  Substitutionen  ver= 
setzten  Elemente  einer  Substitutionengruppe  heißt  ihr  Grad. 

Die  Aufstellung  aller  möglichen  Substitutionengruppen 
des  Grades  n  ist  ein  äußerst  wichtiges  und  ebenso  schwierige« 
Problem,  von  dessen  Lösung  wir  noch  weit  entfernt  sind. 
Mechanisch  würde  die  Frage  so  behandelt  werden  können, 
daß  man  r  beliebige  Substitutionen  (r  =  2,  3,  4,  ...,  n\) 
auf  alle  Arten  auswählt  und  ihren  Komplex  rechnerisch 
auf  die  Gruppeneigenschaft  I  hin  untersucht. 

§  7.  Die  Bezeichnung  der  Substitutionen  läßt  sich 
bequemer  gestalten. 

Gehen  wir  in  (3)  oder  (3*)  von  einem  Elemente  a  der 
oberen  Zeile  aus,  so  wird  dies  durch  die  Substitution  s/, 
in  ein  Element  b  der  unteren  Zeile  übergeführt;  dies  b 
der  ersten  Zeile  dann  ebenso  in  ein  c  der  unteren,  weiter 
in  gleicher  Art  dies  in  d,  und  weiter,  bis  endlich  ein  so 
erhaltenes  Element  g  wieder  in  ein  früheres  umgewandelt 
wird.  In  ein  späteres  als  das  Ausgangselement  a  kann  g 
nicht  verwandelt  werden;  denn  folgte  dem  g  z.  B.  das  c, 
so  stände  dias  mit  der  früheren  Folge  &c  im  Widerspruch. 
Also  folgt  a  auf  g .  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Ele- 
mente schließen  wir  in  eine  runde  Klammer  ein,  nennen 
sie  einen  Zykel  und  deuten  also  das  Symbol 

{abe  ...  fg) 

so,  daß  jedes  Element  a,  h,  c,  ...,  /",  g,  a  durch  das 
folgende  ersetzt  wird.  Man  kann  den  Zykel  mit  einem 
beliebigen  seiner  Elemente  beginnen,  muß  nur  die  gleiche 
Folge  der  Elemente  innehalten  und  auf  das  letzte  Element 
das  erste  folgen  lassen.  So  haben  die  Zykel  derselben 
fünf  Elemente  a ,  b ,  c ,  d,  e 

(ahcde) ,  (bcdea)  ,  (cdeab) ,  (deabc) ,  (eabcd) 
sämtlich  die  gleiche  Bedeutung,  nämlich  (j,ß^g„ 
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Sind  alle  gegebenen  Elemente,  die  die  Substitution 
enthält,  durch  den  einen  Zykel  erschöpft,  so  heißt  die 
Substitution  eine  zyklische.  Gibt  es  außer  den  in  sie 
eingehenden  noch  andere  Elemente,  dann  gibt  eins  von 
diesen  neuen  die  Veranlassung  zur  Bildung  eines  zweiten 
ZykeLs  usf.  So  verteilen  sich  alle  Elemente  in  einzelne 
Zykel.  Steht  dabei  ein  Element  allein  in  einem  Zykel, 
so  stellt  die  Substitution  dieses  Element  nicht  um;  und 
umgekehrt.  Solche  Elemente  können  dann  einfach  fort- 
gelassen werden,  wenn  es  nicht  darauf  ankommt,  die 
Elemente  der  Substitution  sämtlich  ersichtlich  zu  machen. 

Jedes  Element  einer  Substitution  tritt  bei  dieser  Schreib- 
weise nur  in  einem  ihrer  Zykel  und  nur  einmal  auf. 

Die  Darstellung  einer  Substitution  geschieht  nun  so, 
daß  alle  ihre  Zykel  in  beliebiger  Folge  hintereinander  ge- 
schrieben werden;  so  ist  z.  B. 

_  A  2  3  4  .f)  6  7  8  9  0 
*'~V3  97482150  6 

=  (137)  (2906)  (4)  (58)  -  (9062)  (371)  (85) 
=  (85)  (713)  (0629)  -  . .  . 

§  8.  Die  Kompositionsbildung  ist  auch  bei  dieser 
Darstellung  einfach.  SoU  s  •  t  gebildet  werden,  und  hat  s 
in  einem  Zykel  die  Folge  ah ,  so  sucht  man  in  t  das 
Element  auf,  das  auf  &  folgt.  Heißt  dies  c ,  dann  kommt 
in  s  -t  die  Folge  a  c  vor  usw.  So  liefert  das  obige  s  und 
die  Substitution 

t  -  (1435)  (026)  (78)  (9) 

je  nach  der  Anordnung  der  Faktoren  die  Produkte 

s  t  =  (157 438)  (29)  ;     ts  ^  (147 538)  (90)  . 

Auch  hier  ist  das  kommutative  Gasetz  außer  Kraft,   wie 
das  Beispiel  zeigt. 

Die  Produktbildung  leitet  zur  Potenzbildung  hin. 
Hat  die  Substitution 

s  die  Elcmentenfolgen  a^  a.,  a.^  a^  a-^a^  a^  .  .  ., 
so  hat  s2  „  „  rtj  ag  a^a-^  .  .  . ,  a.^  a^  «e  •  •  • » 

,,     ,,     s     ,,  ,,  a^  öj^  «j  .  .  . ,  «2  %  •  •  •  1  ^z  ^6  •  •  ' 
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Hiernach  wird  die  xte  Potenz  einer  zyklischen  k^ubstitution 
von  X  Elementen  gleich  der  identischen  Substitution  1 ,  z.  B. 

(12)2  =  1;     (a&c)3  =  l;     {a,a,a,a,Y  =  l;      ... 

^         Die  Zahl  x  heißt  dabei  die  Ordnung  der  zyklischen 
Substitution. 

Allgemeiner  wird  die  xte  Potenz  einer  beliebigen  Sub- 
stitution gleich  1,  wenn  x  ein  gemeinsames  ^'ielfaches  der 
Ordnungszahlen  all  ihrer  Zyklen  ist.  Der  niedrigste  Ex- 
ponent X(^ ,  der  eine  Potenz  der  Substitution  zu  1  macht, 
ist  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Ordnungen 
ihrer  Zyklen;  dieses  x^y  heißt  die  Ordnung  der  vSub- 
stitution. 

§  9.  Die  Zyklen  aus  zwei  Elementen  (ah)  sind  nacli 
der  Einheit  die  einfachsten  aUer  Substitutionen.  Sie 
,'  heißen  Transpositionen.  Ihre  Wirkung  besteht  in  der 
Umsetzung  der  beiden  Elemente  der  Klammer.  Jede 
Transposition  ist  ihrer  Eeziproken  gleich.  Es  gilt  der 
wichtige  Satz:  Jede  Substitution  läßt  sich  als  ein 
Produkt  von  Transpositionen  darstellen.  Es  ist 
nämlich : 

{abc  ...d){fgh  ...Tc)  .  .. 
=  (ab)  {ac)  .  .  .  {ad)-{fg)  ifh)  .  .  .  ifk)  .  .  . 

Alan  sieht  aus  (a b)  (ab)  ^1,   daß  bei  dieser  Schreibweise 
die  Elemente  mehrfach  auftreten  können. 

Für  die  Darstellung  der  Substitutionen  durch  Trans- 
positionen reicht  es  aus,  in  dem  Produkte  nur  Trans- 
positionen zu  verwenden,  die  ein  bestimmt  vorgeschriebenes 
Element,  etwa  a  enthalten;  denn  es  ist  ja 

{b  c)  =  (a  b)  (a  c)  {a  b)  . 

Es  sind  also  bei  Substitutionen  von  n  Elementen  nur 
die  n  —  1  Transpositionen  nötig,  die  ein  bestimmtes  Ele- 
ment enthalten,  um  alle  Substitutionen  als  Produkte  von 
Transpositionen  zu  liefern. 

Schon  hieraus  erkennt  man,  daß  die  Darstellung  einer 

gegebenen  Substitution  aus  Transpositionen  auf  unendlich 

viele  Arten  erfolgen  kann.     Bei  allen  diesen  Darstellungen 

tritt  als  invariante  Eigenschaft  heraus,   daß  die   Anzahl 

:ufv>^  I     der    Faktoren     stets     gerade    oder    stets    ungerade    ist, 
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d.  h.  modiilo2  denselben  Eest  gibt.  Das  wollen  wir  unter 
Einführung  eines  neuen  Begriffes  beweisen.  Zunächst 
schließen  wir  aber  aus  dem  Besprochenen,  daß  eine  Sub- 
stitutionengruppe der  n  Elemente  a,  h ,  c,  ■  -  -,  f,  g, 
die  alle  oder  auch  nur  die  (n  —  1)  Transpositionen 

(ab),  (ac),    ...,  («/■),  (ag) 

enthält,  die  symmetrische  Gruppe  derElemente  ist. 

§  10.  Der  neu  einzuführende  Begriff  ist  der  der 
Inversion.  Liegt  eine  Reihe  von  Elementen  vor,  bei 
denen  eine  Unterscheidung  darüber  möglich  ist,  welches 
von  je  zweien  das  frühere  und  welches  das  spätere  ist 
(wie  z.  B.  bei  Zahlen,  die  ihrer  numerischen,  oder  bei  Buch- 
staben, die  ihrer  alphabetischen  Ordnung  nach  gegeben 
sind),  so  sagen  wir:  zwei  Elemente  einer  Komplexion 
bilden  eine  Inversion,  wenn  das  spätere  der  beiden 
Elemente  dem  früheren  voraufgeht,  gleichgültig,  ob 
beide  unmittelbar  aufeinander  folgen  oder  nicht.  So 
liefern  in  der  Zahlenkomplexion  317249685  die  Paare  72; 
74;  76;  75  je  eine  Inversion,  79;  78  dagegen  keine.  Ähnlich 
in  dfachgb,  wo  da;  de;  d &  Inversionen  bilden,  df;  dg; 
dh  dagegen  nicht.  Die  hier  benutzte  Zahlenkomplexion 
317249685  hat  im  ganzen  elf,  die  Buchstabenkomplexion 
dfachgh  hat  zehn  Inversionen.  Diesen  Begriff  der  In- 
version verwenden  wir  zum  Beweise  des  angeführten  Satzes. 

Wir  unterscheiden  unter  Berücksichtigung  der  In- 
versionenanzahl zwei  Klassen  von  Komplexionen:  zur 
ersten  Klasse  rechnen  wir  die  Komplexionen,  bei  denen 
die  Gesamtzahl  der  auftretenden  Inversionen  gerade;  zur 
zweiten  Klasse  die,  bei  denen  diese  Gesamtzahl  ungerade 
ist.  Somit  gehört  die  obige  Buchstabenkomplexion  zur 
ersten,  die  Zahlenkomplexion  dagegen  zur  zweiten  Klasse. 

Wendet  man  auf  eine  Komplexion  eine  Trans- 
position an,  so  ändert  sich  die  Klasse,  zu  der  sie 
gehört.  Der  Satz  ist  ohne  weiteres  ersichtlich,  wenn  die 
zu  transponierenden  Elemente  der  Komplexion  unmittelbar 
aufeinander  folgen,  wie  z.  B.  7  und  2  bei  312749685  und 
317249685.  Wir  nehmen  nun  an,  der  Satz  sei  schon  für 
die  Transposition  zweier  Elemente  bewiesen,  zwischen 
denen  höchstens  j-  andere  stehen,  und  zeigen  auch  seine 
Eichtigkeit  für  Elemente  mit  (v  -\- 1)  Zwischengliedern.  Damit 
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ist  er  dann  allgemein  durch  den  Schluß  von  v  auf  {r  +  1) 
bewiesen.  Wir  nehmen,  das  reicht  völlig  aus,  etwa  v  =  3 
und  zeigen  die  Kichtigkeit  der  Behauptung  an  (78)  bei 
den  Komplexionen 

317249685     und     318249675  . 

Die  vorgenommene  Transposition  (78)  läßt  sich  durch  drei 
andere  aufeinanderfolgende,  deren  Elemente  näher  bei- 
einander stehen, 

(28),  (87),  (72) 

ersetzen;  dabei  ändert  sich  die  Klasse  dreimal,  und  die 
Wirkung  ist  die  gleiche,  als  ob  eine  einmalige  Änderung 
vorgenommen  wäre.  Das  zum  Beweise  benutzte  Prinzip 
gilt  allgemein,  und  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Aus  ihm  ergibt  sich  sofort:  Eine  Zahlfolge  kann 
nur  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Transpositionen 
in  sich  selbst  übergehen.  Denn  eine  ungerade  Anzahl 
würde  die  Klasse  ändern.  —  Weiter  sehen  wir: 

Führt  man  durch  Transpositionen  eine  Zahl- 
folge auf  zwei  Arten  in  eine  andere  über,  so  ist 
die  Anzahl  der  Transpositionen  entweder  beide 
Male  gerade  oder  beide  Male  ungerade;  je  nachdem 
beide  Folgen  zur  gleichen  Klasse  gehören  oder  nicht. 

§  11.  Hieraus  folgt,  daß  bei  allen  Darstellungen 
einer  Substitution  durch  eine  Eeihe  von  Trans- 
positionen entweder  stets  eine  gerade  oder  stets 
eine  ungerade  Anzahl  von  Transpositionen  auf- 
tritt.    Denn  ist 


SO  zeigt  das  letzte  Theorem  des  vorigen  Paragraphen,  auf 
die  beiden  Zeilen  von  .Si  angewendet,  die  Kichtigkeit  des  Satzes. 

Infolge  seiner  Gültigkeit  kann  man  folgende  Definition 
aufstellen:  Eine  Substitution  gehört  zur  ersten  oder 
zur  zweiten  Klasse,  je  nachdem  sie  sich  aus  einer 
geraden  oder  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Transpositionen  zusammensetzt. 

Die  Einheitssubstitution  gehört  wegen 

{a  ö) .  (a  &)  =  1 
zur  ersten  Klasse. 
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Eine  zyklische  Substitution  von  m  Elementen 
gehört  zur  ersten  oder  zur  zweiten  Klasse,  je 
nachdem  m  ungerade  oder  gerade  ist.    Denn  es  ist  ja 

(a^  «2  «3  .  .  .  a„)  =  («1  «2)  K  «3)  •  •  •  («1  «m)  . 

Eine  Substitution,  die  aus  Tc  Zykeln  der  Ord- 
nungen bzw.  m^,  m2 ,  . . .,  m^  gebildet  ist,  gehört  zur 
ersten  oder  zur  zweiten  Klasse,  je  nachdem  die 
Summe 

tili  +  m,  +  .  .  .  +  Wi-  -  Ä-  =^{m^  -  1) 

a 

{a=l,  2,  ...,1c) 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Das  Produkt  zweier  Substitutionen  gehört  zur 
ersten  oder  zur  zweiten  Klasse,  je  nachdem  beide 
Faktoren  zur  gleichen  Klasse  gehören  oder  nicht. 

Ein  Produkt  von  Substitutionen  gehört  zur 
ersten  oder  zur  zweiten  Klasse,  je  nachdem  eine 
gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  seiner  Faktoren 
zur  zweiten  Klasse  gehört. 

In  jeder  Substitutionengruppe  geh  ort  entweder 
die  Hälfte  oder  dieGesamtheit  allerSubstitutionen 
zur  ersten  Klasse.  Denn  sind  g^,  g., ,  ■  .  .,  g,.  alle  Sub- 
stitutionen erster  Klasse  der  Gruppe,  und  gibt  es  außer 
diesen  v  Substitutionen  erster  Klasse  auch  nur  noch  eine 
andere  zweiter  Klasse,  etwa  «^ ,  so  gehören  alle  Produkte 
g^Ui,  g,iUi,  ...,  gyii^  zur  zweiten  Klasse;  alle  gehören 
nach  I,  §  1  zur  Grupjie  und  sind  nach  II,  §  1  voneinander 
verschieden.  Also  gehören  mindestens  so  viel  Substitutionen 
der  Gruppe  zur  zweiten  wie  zur  ersten  Klasse.  Dieselbe 
Schlnßreihe  kann  man  umgekehrt  durchlaufen,  indem  man 
von  allen  Substitutionen  Wj ,  w, ,  .  •  • ,  w«  der  zweiten  Klasse 
ausgeht  und  mit  einer  beliebigen  Substitution  zweiter 
Klasse,  etwa  u'.  die  Produkte  w'«i,  u'ii^ ,  ■  •  -,  u'u,^  bildet. 
Man  erkennt,  daß  mindestens  so  viele  Substitutionen  der 
Gruppe  zur  ersten  wie  zur  zweiten  Klasse  gehören.  Daraus 
folgt  die  behauptete  Gleichheit  beider  Zahlen. 

Auf  die  symmetrische  Gruppe  verwendet,  liefert  das  den 
Satz:  Es  gibt  ebensoviele  Substitutionen  erster  wie 
zweiter  Klasse  von  n  Elementen,  nämlich  je  \n\. 
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Die  Substitutionen  erster  Klasse  jeder  Sub- 
stitutionengruppe bilden  eine  Gruppe  von  halb  so 
großer  Ordnung  oder  die  Gruppe  selbst.  Die  Sub- 
stitutionen erster  Klasse  von  n  Elementen  bilden 
eine  Gruppe  der  Ordnung  l~n\.  Diese  heißt  die  al- 
ternierende Substitutionengruppe  der  n  Elemente. 
Bei  n  =  3  besteht  sie  für  drei  Elemente  1,2,3  aus  den 
drei  Substitutionen  1,  (123),  (132),  wobei  die  alleinstehende  1 
die  identische  Substitution  bezeichnet;  für  w  =  4  aus  den 
zwölf  Substitutionen  erster  Klasse 

1,  (123),  (124),  (132),  (134),  (142),  (143),   (234),   (243), 
(12)  (34),  (13)  (24),  (14)  (23). 

Jede  Substitutionengruppe  von  mehr  als  vier  Ele- 
menten, die  alle  Substitutionen  der  Form  (ah)  {cd) 
besitzt,  enthält  die  alternierende  Gruppe  aller 
Elemente. 

Zerlegen  wir  nämlich  jede  Substitution  der  alter- 
nierenden Gruppe  in  ein  Produkt  von  Transpositionen,  so 
tritt  bei  jeder  Zerlegung  eine  gerade  Anzahl  von  Trans- 
positionen auf.  Wir  fassen  sie  von  links  beginnend  in 
Paare  von  je  zwei  aufeinanderfolgenden  zusammen.  Diese 
Paare  haben  eine  der  Formen 

{a  h)  {c  d)     oder     {a  h)  [a  c)  . 

Nach  der  Voraussetzung  kommt  das  erste  Paar  unmittelbar 
in  der  Gruppe  vor;  das  zweite  mittelbar  aber  auch,  weil 
die  Umgestaltung  gilt 

{a  h)  {a  c)  =  {a  h)  {d  e)  •  {d  e)  [a  e)  , 

wo  (2 ,  e  von  a ,  h ,  c  verschiedene  Elemente  sind.  Hierbei 
werden  also  fünf  Elemente  verwendet.  Ist  w  =  4 ,  so  gibt 
es  neben  a,  b  ,  c  kein  solches  Paar  d ,  e;  der  Beweis  wird 
hinfällig  und  der  Satz  selbst  unrichtig,  wie  das  Beispiel 
der  Substitutionengruppe  zeigt,  die  aus  den  vier  Sub- 
stitutionen besteht 

1,  (12)  (34),  (13)  (24),  (14)  (23). 

Jede  Substitutiouengruppe,  die  alle  Substitu- 
tionen der  Form  [abc]  enthält,  umfaßt  die  alter- 
nierende Gruppe  aller  ihrer  Elemente.    Denn  es  ist 

(a b)  [c d)  =  (acb)  (ob d)     und     {a  b)  {a  c)  =  (abc)  . 
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§  12.  An  die  Möglichkeit,  eine  und  dieselbe  Sub- 
stitution auf  mehrfache  Art  durch  Transpositionen  dar- 
zustellen, knüpfen  sich  weitere  interessante  Untersuchungen 
an,  von  denen  wir  hier  nur  einige  Ergebnisse  anführen 
wollen.  Sie  beziehen  sich  auf  die  Anzahl  der  Darstellungen 
einer  gegebenen  Substitution  durch  das  Produkt  einer  vor- 
geschriebenen Zahl  von  Transpositionen.  Von  Hurwitz 
stammt  der  folgende  Satz: 

Die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  aus  n  Elementen 
gebildeten  Substitution  als  Produkt  von  v  Transpositionen 
ist  gleich 

0)  cj,^  +  c,fi+  ...  +c.J^_, 

wo  die  Cj ,  Cg ,  . .  . ,  c^',  fi,  fo ,  •  •  • ,  fy.  von  v  nicht  abhängen. 
Die  Koeffizienten  Cj ,  Co ,  ...,  c^  sind  rationale,  von  der 
Substitution  und  der  Zahl  n  abhängige  Zahlen.  Dagegen 
sind  die  fi,  fo,  •  •  •,  /«  ganze  Zahlen,  welche  ausschließlich 
von  n  abhängen  und  folgendermaßen  gebildet  werden :  Man 
zerlegt  n  auf  alle  möglichen  Weisen  in  positive  ganzzahlige 
Summanden 

W  =  J'l  +  >'2  +   .  •  .    +  ^'r  (''l  ^V^^Vs^   ...    ^Vr) 

und  setzt 

/  = ^         H 2  H  . .  .  +         2 

-0'i  + 21-2 +  3^3+  ...)+n. 

Die  sämtlichen  auf  diese  Weise  gebildeten  Zahlen  /  sind 
die  oben  mit  f\,  fo ,  .  .  . ,  /L  bezeichneten.  Dabei  treten 
die  von  Null  verschiedeneu  /'  ihrem  absoluten  Werte  nach 
eine  gerade  Anzahl  von  Malen  auf  und  zwar  ebensooft 
positiv  wie  negativ. 

§  13.  Wir  kehren  jetzt  von  den  Untersuchungen  über 
Substitutionen  und  Substitutionengruppen  zu  den  all- 
gemeinen in  §  1  und  §  2  definierten  Gruppen  zurück.  Wir 
wollen  sie  zur  Unterscheidung  von  den  an  eine  bestimmte 
Darstellung  der  Operatoren  geknüpften  Gruppen  als  ab- 
strakte Gruppen  bezeichnen.  Während  bei  den  Sub- 
stitutionengruppen ein  einzelner  Buchstabe  ein  Element 
und  eine  Substitution  einen  Operator  bedeutete,  soll  hier 
bei   den   abstrakten  Gruppen   wieder   unter  einem   Buch- 


16  1.  Kapitel,  §  13— §  14. 

Stäben  a  ,  h  ,  c ,  ...  ein  Operator  verstanden  werden ;  die 
Klammern  haben  nun  nicht  mehr  den  Zweck,  Zykeln  an- 
zugeben; es  sind  rein  algebraische  Zeichen. 

Die  Anzahl  der  Operatoren  einer  Gruppe  a,h,  c,  d,  ... 
heißt  ihre  Ordnung  (§  3).  Aus  §  1,  III  entnehmen  wir 
die  Eichtigkeit  der  Gleichungen 

[{ab)c]d  =  (ah)  (cd)  =  [a{hc)]d==  a[b{cd)]  =  . . .  ; 

man  kann  daher  bei  der  Komposition  von  Operatoren,  wie 
bei  der  gewöhnlichen  Multiplikation,  die  sonst  nötigen 
Klammern  fortlassen;  dagegen  muß  die  Keihenfolge  der 
Operatoren  gewahrt  bleiben. 

Tritt  in  einer  Gruppe  ein  Operator  a  auf,  so  kann 
man  ihn  mit  sich  selbst  komponieren.  Es  kommt  in  der 
Gruppe  also  auch  das  Produkt  von  beliebig  vielen  ihm 
gleichen  vor.  Aus  dem  eben  besprochenen  Umstände  folgt, 
daß  man  dabei 

a-  a  =  a-,    a  •  a  •  a  ^  a^,    a-  a-  a  •  a^=a^,     .  .  . ,    a^  •  a  =  a*"*^  ^ 

setzen  kann,  und  daß  für  alle  positiven  ju ,  v  die  Gleichung 

gilt.  Wir  wollen  diese  Produkte  als  Potenzen  von  a  be- 
zeichnen. 

Die  Ordnung  der  endlichen  Gruppe  G,  zu  der  der 
Operator  a  gehört,  sei  n .    Wir  bilden  mit  ihm 

a,  «2,  a^,  a^,  .  .  .,  a",  a"+^  ; 

alle  diese  Potenzen  gehören  G  ah;  also  können  sie  wegen 
der  Ordnung  von  G  nicht  sämtlich  voneinander  verschieden 
sein.     Sei  demnach  die  Beziehung  vorhanden 

so  folgt  daraus  jede  der  beiden  Gleichungen 

a'^-i.rt  =  ft'<-i(rt.a^)     und     a- a"-'^  =  {a^- •  a)- a''-^  , 

und  nach  §  1,  II  ergibt  sich  aus  ihnen 

(8)  a-  a^  =  a  ,     a^  •  a  ^  a  . 

Nun  werde  mit  h  ein  ganz  beliebiger  Operator  von  G  be- 
zeichnet und  es  werde  gesetzt 

iP  =  fc  •  «''•  ;     y  =  a'-  -h  , 


Grundbegriffe  der  Gruppentheorie.  17 

dann  liefert  die  Verwendung  von  (8)  unter  Berücksichtigung 
von  II,  §  1 

xa  =  h  '  a'a  =  ba  ;       also       x  =  h  ,     h  •  a'-  =  h  ; 

ay  =  a'-^^  -h  =  ah  ;       also       y  =  b  ,     a'-h  -=1)  , 

so  daß  also  links-  wie  rechtsseitige  Multiplikation  eines 
beliebigen  Operators  h  mit  a'-  das  h  nicht  ändert. 

Wir  bezeichnen  a'- =  e  und  nennen  e  den  Einheits- 
operator  oder  kürzer  die  Einheit.  Jeder  Operator  b 
der  endlichen  Gruppe  G  liefert  bei  rechter  wie  bei 
linker  Komposition  mit  e  wieder  b  ;  d.  h.  es  ist 

(9)  be  =  b     und     eb  =  b. 

Es  gibt  in  G  nur  einen  solchen  Einheitsoperator.  Denn 
wäre  auch  b  c^  =  b ,  so  hätte  man 

he  =  b  =  b  e^  ,     also     e  =  e^  . 

Diese  Eigenschaften  des  Operators  e  zeigen  die  Berechtigung 
des  ihm  gegebenen  Namens.  Auch  in  dem  besonderen 
Falle  der  Substitutionengruppen  haben  wir  die  Existenz 
eines  solchen  Einheitsoperators  in  Gestalt  der  identischen 
Substitution  ermittelt,  unabhängig  von  den  jetzigen  all- 
gemeinen Betrachtungen. 

Wir  sahen,  daß  eine  gewisse  Potenz  jedes  Operators 
gleich  der  Einheit  wird.  Sei  m  der  niedrigste  Exponent 
von  a,  für  den  a'"  =  1  wird.    Dann  folgt:  Die  Potenzen 

(10)  a,  a2,  a'^,  ...,  a"'-\  a"'  =  e  =  l 

sind  untereinander  verschieden.  Denn  aus  einer 
Gleichung  von  der  Form 

a«  =  a''  +  ''-  {x,  l^  hl) 

würde  a'-  =  1  =  e  bei  X  <  m  folgen.  Wir  nennen  m  die 
Ordnung  von  a.  Der  einzige  Operator  von  der 
Ordnung  1  ist  die  Einheit. 

§  14.  Wie  bei  der  Gruppe  aller  oder  eines  Teils  aller 
Substitutionen,  so  können  wir  bei  jeder  abstrakten  end- 
lichen Gruppe  zu  jedem  Operator  a  einen  reziproken 
Operator  oder  eine  Eeziproke  b  ausfindig  machen, 
d.   h.    einen,    für    den    ab  =  b a  =  1    wird.      Offenbar    ist 

Netto,   Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  2 
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h  =  a'""*,  weim  m  die  Ordnung  von  a  angibt,  also  a'"  =  1 
wird.    Wir  schreiben  auch  hier,  wie  in  §  G, 

(11)  a'"-i  =  a' . 
Da  wir  haben 

{abc...ef)'{f-'e-'  . . .  c-'h-' a'')  =  1  , 
so  folgt  für  die  Eeziproke  eines  Produktes  die  Bestimmung 

(12)  {abc...ef)-'=f'e  '  . . .  c-H-^' . 
Ferner  ist 

(13)  a-^  •  {a-'^)-^  =  e  =  a-' a  , 

also  nach  §  1,  II:  Die  Eeziproke  zu  a~^  ist  a.  Die 
Reziproke  des  Eiuheitsoperators  e  ist  e  selbst. 
Enthält  eine  endliche  abstrakte  Gruppe  den 
Operator  a,  so  auch  seine  Reziproke  a"^  =  a'""^; 
eine  jede  enthält  den  zu  sich  selbst  reziproken 
Einheitsoperator  e. 

Die  Definition  von  a~''-  wird  durch  {a'^y-  oder  auch 
bei  beliebigem  A  durch 

geliefert,  wo  m  die  Ordnung  von  a  ist. 

Für  die  Potenzen  eines  Operators  gilt  das 
kommutative  Gesetz. 

§  15.  Gesetzt,  die  Ordnung  m  eines  Operators  d  sei 
in  zwei  teilerfremde  Faktoren  zerlegbar,  m  =  rrii  •  ju^ .  Wir 
bilden  öf"'  =  d^  und  d'"^  =  ö^  von  den  Ordnungen  m^  und 
bzw.  jiii .  Alle  Potenzen  von  di  und  alle  von  ö^  kommen 
unter  denen  von  d  vor.  Bilden  wir,  unter  Beachtung, 
daß  für  die  Potenzen  von  d  das  kommutative  Gesetz  gilt, 

df  ö^i  =  (i^i^  +  '«i2/  , 

so  können  wir,  da  «j ,  Wj  teilerfremd  sind,  ooq  und  2/0  ganz- 
zahlig so  bestimmen,  daß  fi^x^  -\-  m^y^^  =1,  also  d^^ öf  =  d 
wird.  Man  kann  daher  die  Potenzen  von  d  durch  die 
Produkte  der  Potenzen  von  d^  und  von  ö^  ersetzen;  und 
umgekehrt.  Es  ist  dies  gewissermaßen  eine  Zerlegung 
von  d  in  Faktoren,  die  miteinander  vertauschbar  sind. 
Ist   weiter  /«^  =  wl,  •  /r, ,    wo   m.^    und  /lo    teilerfremd 
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sind,  so  läßt  sich  ö^  nach  dem  eben  Besprochenen  noch 
weiter  zerlegen.    Wir  setzen 

so  daß  do  und  d.^  die  Ordnungen  Wo  bzw.  fi.,  haben;  dann 
können  wir  ö^  in  do  und  62  zerlegen,  also  d  in  d^,  d^  ,  d.^ 

mit  den  Ordnungen  m, ,  iiu  ,  .    So  gehen  wir  weiter 

und  gelangen  zu  dem  Satz:  Ist  die  Ordnung  w  eines 
Operators  d,  in  ihre  verschiedenen  Primzahl- 
potenzen zerlegt,  gleich  p^qh'''  ...,  und  setzen  wir 

m  =  j)^  •  :n  =  q^  '  H  =  r''' '  Q  =  ... 
sowie 

d"^  =  dy  ,     d''-  =  do  ,     d-  =  d-i  ,      .  .  . , 

so  kann  man  die  Potenzen  von  d  durch  die  von 
dl,  d.y ,  di ,  ...  ersetzen.  Dabei  haben  (Z^,  do ,  d.^ ,  ... 
als  Ordnungen  die  Primzahlpotenzen  p",  g.^,  *""''>  •  •  •  Für 
die  Operatoren  d^ ,  do ,  d^ ,  .  .  .  gilt  das  kommutative 
Gesetz;  denn  sie  sind  Potenzen  von  d,  und  für  <Z^ ,  dß 
gilt  d^dß^dßd^. 

Eine  solche  Zerlegung  der  Operatoren  d  in  d^  und  d^ 
ist  bei  vorgeschriebenen,  teilerfremden  Ordnungen /Hj  und/<i 
und  bei  Gültigkeit  des  kommutativen  Gesetzes  für  die 
Faktoren  nur  auf  die  angegebene  eine  Art  möglich.  Denn 
aus  der  Annahme  <Z["  =  d^^ ,  d\^  =  d^  und 

d  =  g,-  )\     bei     fl^  =  1 ,  7'/'  =1     und     g^  y^  =  y^  g^ 

folgt  der  Eeihe  nach,  wenn  die  Zahlen  oo^y ,  2/0  die  obige 
Bedeutung  haben,  so  daß  |il^x^)  -\-  m^t/g  =1  ist, 

9i7i  =  tlo^=d;     g^ri^  =  d/i^^^^:,     g'l^  =  dJ^^; 
g,u,.o  _  di;^^o  .     g^-m^y.  _  dl->"^yo ;     g,  =  d,. 

Ebenso  ergibt  sich  y^  =  d^ .  Die  Zerlegung  ist  also  ein- 
deutig; und  was  für  zwei  Faktoren  bewiesen  ist,  gilt  ebenso 
von  mehreren.     Daß  in  dem  eben  geführten  Beweise 

2* 
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gesetzt  werden  durfte,  folgt  aus  der  Tatsache,  daß  für  g^ 
und  7i    das  kommutative  Gesetz  gilt.     Denn  das  liefert 

(fl'i  Ti)^  =  fl'iO'i  9i)  Yi  =  üiiOi  yi)  Vi 

ioi  ri)'  =  (gf  yl)  igi  j'i)  =  di  y\ (j'i  Oi)  ri 

usw. 


9ly} 


y'i  j'i  Ol }'?  =  fi'?  y\ 
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Das  Cayleysclie  Quadrat. 

§  16.     Wir  bezeichnen  die  aus  den  Operatoren 

1,  a,  b,  c,  ..  .,  d,  f 

gebildete    Gruppe   G    durch    das    Symbol    einer    eckigen 
Klammer,  die  alle  Operatoren  enthält;  wir  schreiben  also: 

G  =  [1,  a,  h,  c,  ...,  d,  f]. 

Die  1  soll  den  Einheitsoperator  darstellen. 

Über  die  Konstitution  einer  Gruppe  G  erhält  man  am 
einfachsten  und  vollständigsten  in  folgender  Weise  eine 
Einsicht:  Wir  ordnen  die  Produkte  aus  je  zwei  Operatoren 
in  ein  quadratisches  Schema  ein: 


1 

a 

b 

c 

.       d 

f 

1 

1-1 

1  -a 

l'b 

1-c     . 

.     \'d 

!•/• 

a 

a-1 

a  •  a 

a  •  b 

a '  c     . 

a  •  d 

a-f 

b 

b'l 

h-a 

b'b 

b-c     .. 

.      b'd 

b.f 

c 

C'l 

c '  a 

C'b 

c  •  c      . 

.     c-d 

C'f 

d 

d-1 

d  •  a 

d'h 

d-  c     . 

.     d'd 

ä-f 

f 

^l 

f.a 

f'h 

f'C       . 

.      f-d 

f-f 

und  ersetzen  die  unausgeführten  Produkte  im  Innern  des 
Schemas  durch  ihre  nach  §1,1  bestimmten  Werte,  die 
durch  die  Konstitutionsvorschriften  der  Gruppe  gegeben 
sein  müssen.  Der  Eingang  links  durch  die  erste  Spalte 
gibt  den  linken,   der  Eingang  oben  durch  die  erste  Zeile 
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den  rechten  Faktor  der  Komposition;  der  Treffpunkt  von 
Zeile  und  Spalte  das  Produkt. 

Als  einfaches  Beispiel  wählen  wir  die  Gruppe  sechster 
Ordnung  mit  den  Operatoren 

In  dieser  Darstellung  der  Operatoren  als  Potenzen  von  h 
liegen  alle  Kompositions  Vorschriften,  und  wir  können  ohne 
weiteres  das  quadratische  Schema  für  diese  Gruppe  bilden 

b     c     d    f    g 


(1) 


a  b  c  d  f  g 

b  c  d  f  g  a 

c  d  f  g  a  b 

d  f  g  a  b  c 

f  g  a  b  c  d 

g  a  b  c  d  f . 

Ein  zweites  Beispiel  liefere  die  Gruppe  mit  den  acht 
Operatoren  1 ,  a ,  b ,  c ,  d ,  e ,  /",  g  und  dem  Schema,  aus 
dem  umgekehrt  die  Kompositionsvorschriften  zu  ent- 
nehmen sind. 


(2) 


1 

a 

b 

c 

d 

e 

f 

9 

1 

1 

a 

b 

c 

d 

c 

f 

9 

a 

a 

1 

c 

b 

9 

f 

e 

d 

b 

b 

V 

1 

a 

f 

g 

d 

6 

c 

c 

b 

a 

1 

e 

d 

g 

f 

d 

d 

f 

g 

e 

1 

c 

a 

b 

e 

e 

9 

f 

d 

c 

1 

b 

a 

f 

f 

d 

e 

9 

b 

a 

c 

1 

9 

9 

e 

d 

f 

a 

b 

1 

c  . 

Hieraus  ersieht  man   z.  B.,   daß   a,  b,  c,  d,  e   von   der 
Ordnung  2  sind,  während  f,  g  die  Ordnung  4  haben. 

Auf  solche  Tabellen  hat  Cayley  zuerst  hingewiesen; 
sie    heißen     nach     ihm     Cayleysche     Tabellen     oder 
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Cayleysche  Quadrate.  Die  Anordnung  der  Operatoren 
in  der  horizontalen  und  in  der  vertikalen  Eingangsreihe 
ist  beliebig;  die  Anordnung  in  den  Innenreihen  ist  nach 
§  1,  II  und  III  bestimmten  Beschränkungen  unterworfen. 
So  liefert  II  unmittelbar  den  Satz:  in  keiner  Zeile  und 
in  keiner  Spalte  einer  Cayleyschen  Tabelle  darf 
ein  Operator  mehrfach  vorkommen,  oder  positiv 
ausgedrückt:  jede  Zeile  und  jede  Spalte  enthält  alle 
Operatoren  der  Gruppe. 

Schon  hieraus  erhält  man  eine  obere  Grenze  für  die 
Anzahl  aller  möglichen  Gruppen  von  n  Operatoren.  Bei 
der  Ausfüllung  der  Tabelle  ist  nämlich  die  hinter  1  stehende 
erste  Zeile  und  die  unter  1  stehende  erste  Spalte  durch 
die  Eingangszeile  und  -spalte  fest  bestimmt.  Ferner  ist 
die  letzte  Zeile  wegen  II,  §  1  durch  die  (n—l)  vorher- 
gehenden bestimmt;  und  Entsprechendes  gilt  für  die  letzte 
Spalte,  indem  Zeile  wie  Spalte  den  in  den  voraufgehenden 
Eeihen  noch  fehlenden  Operator  enthalten  müssen.  Für  jede 
einzelne  Zeile  gibt  es,  wenn  man  die  übrigen  Zeilen  mit 
ihren  Einwirkungen  außer  acht  läßt,  (w-  —  1) !  Ausfüllungs- 
möglichkeiten, also  im  ganzen  als  obere  Grenze  für  die 
Anzahl  der  Gruppen  wter  Ordnung 

[{n-l)lf-K 

Diese  läßt  sich  leicht  noch  weiter  herabdrücken,  doch 
gehen  wir  darauf  nicht  ein.  Man  kann  die  Anordnung 
in  den  Eingangsreihen  so  treffen,  daß  die  Diagonale  des 
Quadrats,  die  von  links  oben  nach  rechts  unten  läuft,  nur 
Einheitsoperatoren  enthält. 

Die  nur  durch  I  und  II,  §  1  bestimmten  quadratischen 
Schemata  heißen  nach  Euler  lateinische  Quadrate. 
Für  n  =  3  gibt  es  nur  ein  solches,  nämlich 

a  J)  c 
b  c  a 
c  a  h  , 

wenn  die  erste  Zeile  und  Spalte  als  gegeben  angesehen 
werden.  Für  ti  =  4  gibt  es  unter  der  gleichen  Voraus- 
setzung vier  lateinische  Quadrate 
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a  b  c  d 

a  b  c  d 

a  b  c  d 

a  b  c  d 

bade 

bade 

b  c  d  a 

b  d  a  c 

c  d  a  b 

c  d  b  a 

c  d  a  b 

c  a  d  b 

d  c  b  a  , 

d  c  a  b  , 

d  a  b  c  , 

d  c  b  a 

Beim  Übergange  vom  lateinischen  Quadrate  zum  Cayley- 
schen  ist  §  1,  III  zu  beachten.  Die  dadurch  gelieferte 
Beschränkung  läßt  keine  so  anschauliche  Deutung  zu,  wie 
II,  §  1.  Sie  ist  aber  zu  berücksichtigen,  da  es  lateinische 
Quadrate  gibt,  bei  denen  III  nicht  erfüllt  ist.  So  tritt 
schon  bei  dem  Schema  eines  lateinischen  Quadrates  von  fünf 
Elementen,  als  Gruppenquadrat  aufgefaßt, 


1 

a 

b 

c 

d 

1 

1 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

c 

1 

d 

b 

b 

b 

d 

a 

1 

c 

c 

c 

b 

d 

a 

1 

d 

d 

1 

c 

b 

a 

das    die    Forderungen    I    und    II    erfüllt,    gleichwohl    der 
Widersjjruch  auf 

{ab)c  =  !•  c  =  c  ,     a{bc)  =^  a  '1  =  a  , 
o  daß  III  nicht  erfüllt  wird,  das  Schema  also  keine  abstrakte 
Gruppe  gibt,  deren  Operatoren  a  und  c  verschieden  wären. 
§  17.    Wir   wollen   nun   die  Gruppen   der  niedrigsten 
Ordnungen  bestimmen. 

I.    Für  n  =  2  gibt  es  nur  ein  Schema  für  eine  ab- 
strakte Gruppe,  nämlich 

1     a 


1  I  1     a 
a     a      1  ; 

die  Operatoren  sind  1 ,  a  und  es  ist  a^  =\. 

II.    Für  M  =  3  bilden  wir  zunächst  das  unvollständige 
Schema 


1 

a 

b 

1 

1 

a 

b 

a 

a 

* 

* 

b 

b 

* 

* 
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und  versuchen  die  mit  Sternchen  versehenen,  noch  offenen 
Stellen  passend  auszufüllen.  Dabei  könnte  a-a  =  l  oder 
=  1)  sein.  Träte  das  erste  auf,  so  würde  für  ah  nur  b 
übrig  bleiben,  das  würde  aber  nach  II,  §  1  auf  a  =  1  führen. 
Wir  müssen  daher  a-  a  =  h ,  «•&=!  setzen  und  erhalten 
dann  das  vollständige  Schema  der  Gruppe 


1 

a 

b 

1 

1 

a 

~b 

a 

a 

b 

1 

b 

b 

1 

a 

das  die  Operatoren  1 ,  a ,  b  =  a-  mit  a'-^  =  1  liefert;  III,  §  1 
ist  hier  erfüllt. 

III.  Für  die  weiteren  Konstruktionen  wollen  wir 
einen  fundamentalen,  erst  später  zu  beweisenden  Satz 
bereits  hier  verwenden:  Enthält  die  Gruppe  G  den 
Operator  a,  dann  ist  die  Ordnung  von  G  ein  Viel- 
faches der  Ordnung  von  a.  Infolgedessen  kann  (?  nur 
Operatoren  enthalten,  deren  Ordnungen  Teuer  der  Ordnung 
von  G  sind.  Demnach  können  bei  der  Ordnung  4  von  G 
die  Ordnungszahlen  der  Operatoren  nur  1,  2  oder  4  sein. 
Es  kann  als  Operator  der  Ordnung  1  lediglich  der  Einheits- 
operator vorkommen  (§  13,  S.  17).  Kommt  ein  Operator 
der  Ordnung  4  vor,  so  enthält  G  die  Potenzen  von  a, 
nämlich  a,  «-,  a"',  a*  =1,  und  es  gibt  weiter  keine  Ope- 
ratoren in  G.  Die  Konstruktion  des  Cayley  sehen  Quadrates 
ist  daher  einfach. 

Hier  wäre  also  ein  Typus  einer  Gruijpe  der  Ordnung  4 
gewonnen.    Wir  untersuchen,  ob  es  noch  andere  gibt. 

Haben  alle  Operatoren  von  G  außer  c  =  1  die  Ord- 
nung 2 ,  so  ist 

aa  =  1 ,     bb  =^1 ,     cc  =  1 
und  auch 

{a  b){ab)^l,     {h  a)  {b  a)  =  1  . 

ab  kann  nicht  =a  sein  (§  1,  II),  ebensowenig  =b  oder  =1 
wegen  ab  =1  =  aa  .  Da  a b  einem  der  Operatoren  a  ,  b  , 
c^  e  =  l  gleich  sein  muß  (§  1,  I),  so  bleibt  nur  ab  =  c 
übrig  und  ebenso  ba  =  c ,  ac  =  b  ,  bc  =  a ,  cb  ^  a  .    Hier- 
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1 

a 

b 

c 

1 

1 

a 

'V 

c 

a 

a 

1 

c 

b 

b 

b 

c 

1 

a 

c 

c 

b 

a 

1. 

nach  erhalten  wir  die  sogenannte  Vierergruppe  mit  dem 
Cayley sehen  Quadrate 


(3) 


Für   w  =  4    bestehen    also    zwei    wesentlich    verschiedene 
Gruppentypen  und  nur  zwei. 

IV.  Unser  Hilfssatz  zeigt,  daß  für  n  =  5  außer  der 
Einheit  noch  ein  Operator  fünfter  Ordnung  vorhanden 
ist.     Dieser  heiße  a ;  dann  wird  die  Gruppe 

G  —  [1,  a,  a^,  a^,  a*]  . 

V.  Für  n  =  6  gibt  es  in  der  Gruppe  nur  Operatoren  von 
einer  der  Ordnungen  1 ,  2  ,  3  ,  6  .  Kommt  ein  Operator  a 
der  Ordnung  6  vor,  so  wird  genau  wie  bei  IV  die  Gruppe 

(4)  Gi  =  [l,  a,  a^,  a^,  a'^,  a^]  . 

Wir  untersuchen,  ob  außer  diesem  (?^  noch  andere 
Gruppen  mit  der  Ordnung  w  =  6  gebildet  werden  können. 
Zunächst  fragen  wir,  ob  alle  Operatoren  der  Gruppe  außer 
der  Einheit  e  =  1  von  zweiter  Ordnung  sein  können.  Die 
sechs  Operatoren  seien  e  =  1,  a ,  ö,  c,  d,  f,  und  es  gelte 
der  Annahme  gemäß  die  Eeihe  der  Gleichungen 

^2  =  1,     r-  =  l,     c2  =  l,     ...,     (aby-^l,     (/>a)2=l, 
(a  c)2  =  1  ,     (c  a)2  =  1 ,     ,  .  .  , 
also  auch,  wie  aus  ihnen  folgt, 


b-^  =b  , 


(ab) 


1 


ab  , 


{ba)'^^  =  ba,     {ac)^^  =  ac,     ... 

Nun  kann  wegen  II,  §  1  das  Produkt  a  b  weder  =  a  noch 
=  b  noch  =1  =  ^2  sein;  ab  wird  also  =c  oder  =d  oder 
=f  sein.  Wir  wählen  die  Bezeichnung  so,  daß  ab  =  c 
ist;  hierin  ist  keine  Beschränkung  enthalten.  Dann  wird 
man  schließen  können 


ac  =  a  '  ab  =  b  ,     cb  =  ab  -b  =  a  , 
b a  =  b'^  a~^  =  {ab)~^  =  ab  =  c  . 
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Hiernach  beginnen  wir  die  Aufstellung  der  Cayleyschen 
Tabelle  in  der  Form 


1 

a     b     ab 

d 

f 

1 

1 

a     b     ah 

d 

f 

a 

a 

1     ab     h 

* 

* 

b 

h 

ab     1     a 

* 

* 

Hier  müßten  die  Sternchen  in  der  zweiten  wie  die  in  der 
dritten  Zeile  durch  die  in  diesen  beiden  Zeilen  noch  nicht 
vorkommenden  Operatoren  d  und  f  ausgefüllt  worden; 
das  läßt  sich  hinsichtlich  der  Spalten  ohne  Verletzung 
von  §  1,  II  nicht  bewerkstelligen.  Eine  Gruppe  der  Ord- 
nung 6  mit  lauter  Operatoren  zweiter  Ordnung  neben  der 
Einheit  ist  also  unmöglich. 

Gibt  es  daher  außer  G^  noch  weitere  Gruppen  der 
Ordnung  6 ,  so  enthalten  sie  sicher  mindestens  einen 
Operator  der  Ordnung  3  .  Der  heiße  a ;  dann  können  wir 
die  sechs  Operatoren  durch  1,  a,  a^,  b,  c,  d  darstellen. 
Das  Produkt  ab  kann  wegen  II,  §  1  nicht  =1,  a,  b,  a^ 
sein,  ist  also  =c  oder  d.  Wir  bezeichnen  ab  =  c-j  dann 
kann  «- b  nicht  1 ,  a  ,  &  ,  a-,  ab  =  c  sein ;  also  wird  a'-b  =d  . 
Die  Gruppe  besteht  dann  aus  den  sechs  Operatoren 

1,  a,  a^,  b  ,  ab  ,  a^b  (a^  =  1)  . 

Unter  diesen  muß  b^  vorkommen;  b-  kann  aber  nicht 
=b ,  ab,  a^b  sein;  b^  wird  also  zu  einem  der  Operatoren 
1,  a,  a^.     Aus  b- ^  a  würde  folgen 

h  =  b,     b^=^a,     b^  =  ab,     b^  =  a'-,     b'^  =  a^~b  ,     &''  =  !, 

d.  h.  der  Operator  b  wäre  von  der  sechsten  Ordnung,  und 
wir  kämen  auf  die  Gruppe  G^  .  Gleiches  würde  aus  b^  ^  a^ 
folgen.     Es  muß  also  &- =  1  gesetzt  werden. 

Unter  unseren  Operatoren  kommt  nach  I,  §  1  auch 
ba  vor;  das  kann  nicht  =1,  a,  a^  oder  b  sein,  und  es 
bleibt  uns  nur  ab  oder  ab^  zur  Wahl.  Aus  der  ersten 
Annahme  folgt 

ba  =  ab,    (ba)- =  ba'ba  =  ab-ba  =  a^,    {bay  =  ba-a"  =  b  , 

{b  a)'^  =  a"-a-  ^  a  ,     (b  a)'^  =  a-b  a  =  a-b  ,     {baY'  =  b^  =  1 ; 

die  Gruppe  bestände  also  wieder  aus  den  Potenzen  eines 
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einzigen  Operators  und  wäre  mit  G^  identisch.  Es  ist  dem- 
nach nur  die  Annahme  ba  =  a''b  bei  a^^l  und  ö- =  1 
zu  untersuchen.  Hierfür  ergibt  sich  ohne  jede  Sch"vvierig- 
keit  das  quadratische  Schema  Cayleys  widerspruchsfrei, 
unter  Erfüllung  von  III,  §  1  einer  Gruppe  Go 

1         a        a-        b        ab      a^b 


(5) 


Für  n  =  Q  gibt  es  also  zwei  wesentlich  voneinauder  ver- 
schiedene Gruppentypen  und  nur  zwei. 

Wohl  zu  merken  ist  freilich,  daß  hier  wie  in  den  früheren 
Beisi)ielen  die  Eesultate  zu  ihrer  Sicherstellung  noch  des  Nach- 
weises der  Gültigkeit  des  assoziativen  Gesetzes  bedürfen. 

VI.  Die  Behandlung  der  Gruppen  von  der  Ordnung  7 
stößt,  wie  bei  der  Ordnung  3  und  5  und  allgemein  bei 
jeder  Primzahlordnung,  auf  keine  Schwierigkeiten, 

§  18.  Mit  dem  Gay ley sehen  Schema  steht  eine  merk- 
würdige Substitutionengruppe  in  engem  Zusammenhange. 
Wir  gehen  zunächst  auf  ihre  Bildung  und  auf  ihre  Haupt- 
eigenschaften ein. 

Wir  greifen  aus  dem  Gay  ley  sehen  Quadrate  zwei 
Zeilen  in  ihrer  nicht  reduzierten  Form  heraus ,  etwa  die 
mit  den  Anfangsoperatoren  g  und  h  , 

I  1        a  b         c  d       ... 


9 

g     g  •  a     g  -b     g  •  c     g  -  d     ...     (ö'  >  /'  —  1  >  '-^  >  3  ,  .  .  . ) 

h 

li     li  •  a     h  -b     h  •  c     Ji  •  d     ... 

und  ordnen  diesen  Zeilen  mit  den  Eingängen  g  ,  h  bzw.  die 
Substitutionen 

(g     Oa     gb     gc     gd     .  .  .\ 

(h     ha     hb     hc     hd     ...\ 

VI      a       b       c       d       .../       i-'«^i 
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zu.     Dann  ergibt  sich  als  Produkt  der  Substitutionen 

Sg'Sh  =  \9Q,  Q\'\hQ,  Q\==\ghQ,  hQ\-\hQ,  q\ 

diese  Substitution  ist  nach  der  angegebenen  Bildung  gleich 
Sgf^,  d.  h.  die  des  Cayleyschen  Quadrats,  die  der  Zeile 
mit  gh  als  dem  linken  Eingangsoperator  entspricht.  Es 
ist  daher 

Also  ist  für  die  s„  die  Bedingung  I  aus  §  1  erfüllt, 
und  der  Komposition  der  Operatoren  g  und  li  entspricht 
die  der  Substitutionen  Sg  und  Sh  .  Demnach  gilt  auch  II 
und  III,  §  1,  und  die  «„  bilden  eine  Substitutionengruppe, 
die  von  gleicher  Konstitution  ist,  wie  die  Gruppe  der 
Operatoren  1 ,  «  ,  h  ,  c ,  d ,  ...  Der  Ausdruck  ,, gleiche 
Konstitution"  soll  bald  genauer  erklärt  werden. 

Die  erhaltene  Substitutionengruppe  hat  gleiche  Ord- 
nungs-  und  Gradzahl;  denn  jeder  der  n  Zeilen  der 
n  Operatoren  entspricht  eine  Substitution  von  n  Elemen- 
ten. Jede  Substitution  der  Gruppe  außer  der  Ein- 
heit setzt  alle  ihre  Elemente  um;  denn  in  keiner 
Spalte  steht  das  gleiche  Element  zweimal.  Jede  Sub- 
stitution besteht  aus  Zyklen  von  gleicher  Ordnung; 
denn  sonst  würde  es  eine  von  1  verschiedene  Potenz  der 
Substitution  geben,  die  weniger  als  n  Elemente  umsetzt; 
käme  z.  B.  die  Substitution  s  ^  (ab)  (cde)  vor,  so  müßte 
auch  s'^  =  (ced)  vorhanden  sein,  was  dem  eben  Bewiesenen 
widerspräche.  Gruppen  mit  der  Eigenschaft,  gleiche  Ord- 
nungs-  und  Gradzahl  zu  haben,  heißen  reguläre  Sub- 
stitutionengruppen. 

So  kann  man  also  von  einer  abstrakten  Gruppe  zu 
einer  Substitutionengruppe  kommen.  Umgekehrt  kann 
natürlich  jede  Substitutionengruppe  als  abstrakte  Gruppe 
dargestellt  werden,  indem  man  die  Substitutionen  selbst 
als  Operatoren  der  Gruppe  auffaßt.  Man  kann  dabei  die 
Cayleysche  Tabelle  ohne  weiteres  bilden.  — 

Wir  betrachten  als  Beispiel  die  zweite  der  in  §  16 
(S.  21)  aufgestellten  Tabellen.  Sie  liefert  die  Substitu- 
tionengruppe (in  der  1  und  nicht  e  der  Einheitsoperator  ist) 

s,^l,     Sa--{la){bc)ief){dg),     s,  ^  {Ib)  {a  c)  {d  n{e  g)  , 
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s,  ^  (Ic)  (ah)  (de)  ifg)  ,     s,  =  {1  d)  {af)  (hg)  (ce)  , 

s,  =  (le)  (ag)  {bf)  (cd)  ,     Sf={\gcf)  (aehd), 

Sg  =  (Ifcg)  (adhe)  ; 

an  ihr  finden  sicli  alle  vorher  abgeleiteten  Eigenschaften 
bestätigt. 

Geht  man  andererseits  von  der  folgenden  Gruppe  von 
Substitutionen 

/,  =1,     t„  =  (12),     /,  =  (34),     /,  :=  (12)  (34)  , 

/,  =  (13)(24),     /,  =  (14)23),     f^=(1324),     /,  =  (1423) 

zum  Cayley sehen  Quadrate  über  und  schreibt  statt  /j  , 
^0  5  h  f  •  •  •  tfj  ig  kürzer  nur  1 ,  a ,  b ,  ...  /',  g ,  faßt  also 
die  Indizes  der  t  als  Operatoren  auf,  so  kommt  man  ge- 
nau wieder  auf  das  Quadrat  (2),  §  16  zurück.  Das  zeigt, 
daß  dieselbe  abstrakte  Gruppe  zu  mehreren,  ihren  Graden 
nach  verschiedenen  Substitutionengruppen  von  gleicher 
Konstitution  führen  kann. 

§  19.  Es  ist  nicht  nötig  für  die  Erkenntnis  der  Natur 
einer  abstrakten  Gruppe,  alle  Zeilen  ihres  Cayley  sehen 
Quadrates  anzugeben,  da  meistens  einige  aus  anderen  ab- 
geleitet werden  können.     Ist  z,  B. 

IIa         b  c  d  f  g      .  .  . 

a  \a    a^      ab       ac       ad        af       ag     ... 
gegeben,  so  ist  auch  die  Zeile 

a-ja-  a^  a{ab)  a{ac)  a{ad)  a{af)  a{ag)    ... 

unmittelbar  bekannt. 

Diese  Bemerkung  führt  zu  der  Aufgabe,  eine  Gruppe 
durch  möglichst  wenige  Angaben  vollständig  zu  be- 
stimmen. 

Gewisse  Gruppen  lassen  sich  aus  einem  einzigen  Ope- 
rator ableiten,  dessen  Ordnung  gegeben  ist.  So  wird  (1) 
§  16  durch  den  Operator  b  ,  für  den  b''>  =  1  ist,  während 
seine  niedrigeren  Potenzen  von  1  verschieden  sind,  durch- 
aus bestimmt.     Wir  schreiben  das  gelegentlich 

ft«  =  1     (6  min)  , 

wo  die  Klammer  andeuten  soll,  daß  der  Exponent  6  der 
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kleinste  ist,  für  den  die  Gleichung  gilt.  Solchen  Gruppen 
sind  wir  auch  in  §  17  begegnet.  Ist  a'"  die  niedrigste 
Potenz  des  Operators  a,  die  =1  wird,  so  kann  die  Cay- 
leysche  Tabelle  in  die  gedrängte  Form 

I  a" 

— -^ (a'»  =  1) 

gebracht  werden,  falls  jeder  Exponent  h  -{-  Ic ,  der  größer 
als  m  —  1  ist ,  durch  seinen  kleinsten  nicht  negativen 
Best  modulo  vi  ersetzt  wird.  Solche  Gruppen  heißen 
zyklische  Gruppen;  sie  bestehen  aus  den  verschiedenen 
Potenzen  eines  Operators  und  haben  die  gleiche  Ordnung 
wie  dieser.  Man  kann  eine  solche  Gruppe  freilich  auch 
in  anderer  Art  charakterisieren,  wenigstens  wenn  die  Ord- 
nung der  Gruppe  mehr  als  einen  Primfaktor  enthält,  wie 
das  aus  §  14  hervorgeht. 

Hierdurch  werden  wir  darauf  geführt,  endliche  Gruppen 
aus  zwei  verschiedenen  Operatoren  a  ,  h  von  gegebenen 
Ordnungen  h ,  Tc  zu  bilden.  Dabei  reicht  aber  eine  Fest- 
setzung von  der  Form 

(6)  a'^-l,     &^  =  1  {h,  fcmin) 

nicht  aus.  Besteht  nämlich  kein  weiterer  Zusammenhang 
zwischen  den  Operatoren  a  und  h ,  so  sind  unter  anderen 
die  Kompositionsresultate 

ah  ,  al)  a  ,  ah  ah  ,  ahaha  ,  ... 

Operatoren  der  Gruppe,  die  sich  nicht  reduzieren  lassen. 
Man  hat  somit  beliebig  viele  voneinander  verschiedene 
Operatoren  der  Gruppe,  und  diese  ist  demnach  von  un- 
endlich hoher  Ordnung. 

Es  ist  also  für  endliche  Gruppen  außer  den  Be- 
ziehungen (6)  noch  eine  weitere  nötig.  Lautet  diese  einfach 
auf  die   Erfüllung   des   kommutativen  Gesetzes,    nämlich 

(7)  ha  =  ah  , 

so  erhält  man  stets  eine  endliche  Gruppe.  Denn  die  wieder- 
holte Verwendung  von  (7)  liefert  eine  Eeihe  von  Gleichungen 

h  a-  =  h a  '  a  =  ah  '  a  =  a  •  h a  =^  a'~  b  ; 

h^^  a  =  hh  •  a  =  h  •  ah  =  h  a  '  h  =  ah-  ',  ... 

6."  a'-  =  a'-  h"  ;     a'-  h"  a^-  h"^  .  .  .  =  a'-+'-'+  -  ft."+."i+  ■•  ; 
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d.  h.  ein  jedes  Kompositionsresultat  oder  jeder  Operator 
der  Gruppe  kann  auf  die  Form  «"fc"^  gebracht  werden 
und  wegen  (6)  auf  die  einfachere 

(8)  a?&''       (o  =  0,  1,  2,  ...  Ä-1;  a  =  0,  1,  2,  ...  fe-l). 

Die  Ordnung  der  Gruppe  ist  sonach  höchstens  h-Jc, 

Statt   (7)    können   zu   (6)    andere   Eelationen    treten. 
So  ist  die  Gruppe  (2),  §  16,   durch  die  drei  Beziehungen 

(9)  a2  =  l,     f^  =  l,     fa  =  ap  (2,4  min) 

charakterisiert;  a-  ist  dabei  die  niedrigste  Potenz  von  a 
und  f^  die  niedrigste  Potenz  von  /,  die  =1  werden.  Man 
erkennt  leicht,  daß  auch  die  allgemeinere  Annahme 

(10)  a'^  =  1 ;     5^  =  1 ;     &  a  =  a  &'  {h  ,  h  min) 

stets  auf  eine  endliche  Gruppe  führt,  da  jedes  ö*  a^  auf 
die  Form  a^b^  gebracht  werden  kann,  indem  man  die 
letzte  der  Gleichungen  (10)  mehrfach  anwendet. 

Wollte  man  allgemein  versuchen,  in  die  Behandlung 
von  Gruppen  einzutreten,  die  durch 

(11)  a*=l,     ¥  =  1,     da  =  a'^h^ 

definiert  sind,  so  wäre  die  erste  Frage  die,  welche  Werte 
/i  und  V  haben  dürfen,  um  eine  endliche  Gruppe  wider- 
spruchfrei zu  liefern.  Eine  durch  (11)  gelieferte  Gruppe 
könnte  dann  weiter  auch  dadurch  banal  werden,  daß  aus 
den  Annahmen  sich  Beziehungen  ergäben,  die  nur  durch 
a  ==  &  zu  befriedigen  sind;  denn  daß  sich  dabei  jede  mög- 
liche Annahme  (11)  verwirklicht,  ist  klar.  Alle  diese  Unter- 
suchungen führen  auf  beträchtUche  Schwierigkeiten.  Wir 
wollen  uns  damit  begnügen,  einige  hierher  gehörige  Bei- 
spiele zu  behandeln. 

§  20.     Es  sei  zunächst 

«3  =  1;        fe4_l.        Ja  _  ^2^2, 

Dabei  seien  a^  und  h^  die  niedrigsten  Potenzen  von  a 
und  h,  die  =1  werden.     Dann  folgt 

ab  a  =  a  '  a-  h^  =  a^ b~  =  h- , 

und  weiter  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen  für  den 
Operator  h^a-b'^ 
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fo3 a-  h^  ^  1)  •  h-  •  a-  h^  ==  h  ■  ah  a  '  a-  h"  —  h  ah  '  a'' '  h'' 

^  h  ah^  =^  h  a  , 
h^ an^  =  h^ a- '  h'^ '  h  =  h^ a^-  ■  ah  a  •  h  =  h^  -  a^ '  h  •  ah 

=  h^ah  =  ah  . 

Also  ist  hieraus  zunächst  zu  schließen  ah  =  ha  und  dar- 
aus weiter 


a-h^  =  ha  =  ah;    a'^-a-h^-h 


-1 


^  /,-!  =. 


?)8 


^-ah'h-^ 
=  a  =  1  , 


ah  =1; 


und  das  verstößt  gegen  die  Annahme,  daß  a  von  der 
Ordnung  3  ist. 

§  21.     Ein  Beispiel  für  die  Erzeugung  unendlicher 
Gruppen  liefert  die  Annahme 

(12)  rt-i  =1  ;     M  =  l  ;     ha  =  aH-', 

wo  a  und  h  von  der  vierten  Ordnung  sein  sollen.  Wir 
können  die  Operatoren  dieser  Gruppe  in  folgender  Weise 
repräsentieren,  wobei  n  eine  unbestimmte  Größe  bedeutet: 

(13)  a  =  \u,iu\,     h=^\u,iM-}-l  — i\;     (i  =^—l)  ; 

denn  durch  (13)  sind  alle  Bedingungen  (12)  erfüllt,  da 
man  hat 


a^  = 

&3  = 

ha  = 


u,  iu\-  \u,  iu\  =  \n,  iu\'  \iu,  —u\ 
u,  — u\  •  I  w,  iu\  =  1«,  —u\ '  \  —u,  —tu 
u,  —iu\'\u,  iu\  =  \ii,  —iu\-\—iu,  u\ 


\u,  -n\, 

\u,-in\, 

Uy  iu  -\-l  —  i\'\u,  tu  -{-1  —  i\ 

u,iu-\-l—  i\-\iu-\-l—i,  — u -{-2\  =  \n, —n  +  2\  , 

u  ,  —u  +  2  I  •  I  w  ,  iu  -{-1  —  i\ 

u  ,  —u  +  2  I  •  I  —u  +  2  ,  —in  + 1  +  «  | 

u  ,  —iu  -}- 1  +  *  I  ) 

u ,  —u  -\-  2'\'\u  j  —u  +  2  I 

u  y  —u-\-2\-\—u-\-2,  u\  =  \u  y  1^1=1; 

w,  iu  -\-l  —  i\'\u  y  ^'^^|  =  |w,  —  w-fl—  ij  , 

M  ,  — iu  I  •  I  w  ,  — «w  -j-  1  +  « !  =  I  w  ,  — M  +  1  —  ■^  i  • 


Es  ist  daher  (13)   eine   Repräsentation  von   (12),   derart, 
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daß  die  Operatoren  beider  Gruppen  sich  gegenseitig  ent- 
sprechen. Dabei  können  verschiedenen  Operatoren  von  (12) 
allenfalls  gleiche  von  (13)  entsprechen,  aber  gleichen  von  (12) 
nicht  verschiedene  von  (13).  Ist  also  (13)  von  unendlich 
hoher  Ordnung,  so  auch  (12). 

Nun  wird,  wie  sich  sofort  ergibt, 

a-h-  =  \u  ,  —u  I  •  i  w  ,  —u  +  2  I  =  I  w  ,  —11 1  •  I  —  «  ,  w  +  2  I  , 

(aHJ"=  \u,  u  +  2m\  , 

und  a-6-  ist  von  unendlich  hoher  Ordnung,  da  u-{-2m 
für  kein  m  den  Wert  u  wieder  annimmt.  Deshalb  sind 
auch  (13)  und  (12)  von  unendlich  hoher  Ordnung. 

Man  kann  die  Darstellung  (13)  leicht  geometrisch 
deuten.  Wir  nehmen  in  der  Ebene  der  x ,  y  einen  Punkt  0 
als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkUgen  Koordinatensystems 
an  und  auf  der  a;-Achse  in  der  Entfernung  1  den  Einheits- 
punkt Q.  Einem  beliebigen  Punkte  P  geben  wir  die  Ko- 
ordinaten X  und  y  und  schreiben  P  =  (x ,  y) . 

Nun  deuten  wir  den  Operator  a  als  die  Operation, 
die  P  auf  dem,  um  0  mit  OP  geschlagenen  Kreise  in 
positivem  Sinne  um  einen  Quadranten  weiterführt.  Da- 
durch ist  «■*  =  1  erfüllt.  —  Den  Operator  b  deuten  wir 
als  die  Operation,  die  P  auf  dem,  um  Q  mit  QP  ge- 
schlagenen Kreise  in  positivem  Sinne  um  einen  Quadranten 
weiterführt.  Dadurch  ist  5^  =  1  erfüllt.  Geometrisch  er- 
kennt man  leicht,  daß  auch  die  dritte  Forderung  (13) 
erfüllt  ist.  —  Diese  geometrische  Deutung  fällt  mit  (13) 
zusammen,  wenn  man  für  u  den  Ausdruck  x-\-iy  setzt. 

Bei  unserer  Eepräsentation  wandelt  sich  durch  die 
Operation  a-  der  Punkt  P  =  (x ,  y)  in  P^  =  {—x,  —y) 
um  und  durch  &-  wird  P^  in  (a;  -f  2 ,  y)  =  P^  übergeführt. 
Die  Operatoren  a-l'^,  {a^h^)'^,  {a-h-}'-^,  ...  geben  demnach 
eine  Reihe  von  Punkten,  die  auf  einer  Parallelen  zur 
JT -Achse  Hegen  und  die  Abszissen  x-{-2,x-\-4:,x-[-{},  ... 
haben.  Daraus  ist  ersichtlich,  daß  die  Ordnung  von  a'h~ 
nicht  endlich  sein  kann.  Ebenso  erkennt  man  leicht,  daß 
h-a-  den  Punkt  P  in  P.^  =  {x  —  2 ,  y)  überführt,  so  daß 
auch  h- a-  ein  Operator  von  unendlich  großer  Ordnung 
wird. 


Netto,   Gruppen-  und  Substitutionentheorie. 
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3.  Kapitel. 

Teiler  einer  Gruppe.    Isomorphismus. 

§  22.     Wir  haben  (§  16,   S.  20)   durch   das  Symbol 

(1)  G^[a,h,c,  ...,f,g] 

den    Komplex    C    der    in    die    eckige    Klammer    einge- 
schlossenen Operatoren   bezeichnet,    gleichgültig,   ob  ihm 
die  Gruppeneigenschaften  zukommen  oder  nicht. 
Unter  dem  Symbole 

(2)  G^{a,  h,  c,  ...,  f,  g) 

verstehen  wir  dagegen  die  Gruppe  niedrigster  Ord- 
nung, die  die  Operatoren  a ,  b  ,  c ,  .  .  .,  f,  g  enthält, 
ohne  daß  freilich  durch  (2)  die  Existenz  einer  endlichen 
Gruppe  verbürgt  wäre.  Im  allgemeinen  wird  (2)  mehr 
als  die  angegebenen,  in  die  Klammer  geschlossenen  Ope- 
ratoren enthalten.     So  ist  z.  B. 

{a}  =  [l,  a,  aS  ...,  a«-i]  , 

wenn  n  die  Ordnung  des  Operators  a  angibt,  eine  zyk- 
lische Gruppe  der  Ordnung  w  . 

Ähnlich  soll  unter  dem  Symbole 

(3)  {G,H,K,...}, 

in  dem  G,  H ,  K,  ...  Gruppen  bedeuten ,  die  Gruppe 
verstanden  werden,  die  die  einzelnen  Gruppen  G,  H ,  K,  .  .  . 
enthält  und  dabei  von  niedrigster  Ordnung  ist.  (3)  möge 
gesprochen  werden:  ,,Multiplum  von  G,  H,  E,  ...";  es 
ist  (3)  gewissermaßen  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
von  G,  H,  K,  ... 

Bedeuten  C,  und  Co  zwei  Komplexe  von  Operatoren 

C,=[a,b,c,...];     C,  =  [oc ,  ß ,  y  ,   .  .  .]  , 

so  soll  C'i  •  Og  den  Komplex  aller  Produkte  aoc ,  aß,  ay,  .  .  . , 
ha,  b  ß ,  by  ,  ...,  c  a  ,  c  ß  ,  cy  ,  ...  bedeuten.  Von  C^  ■  Cj 
ist  C.2  •  Gl   im   allgemeinen  verschieden.  —  Die  Gleichung 

(4)  C-C  =  G 

ist  mit  der  Bedingung  I  aus  §  1  identisch,  denn  sie  sagt 
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aus,  daß  das  Kompositionsresultat  zweier  Operatoren 
aus  G  wieder  in  G  enthalten  ist. 

Alle  Operatoren,  die  in  zwei  oder  mehreren 
Gruppen  0,  H ,  K,  .  .  .  gleichzeitig  enthalten  sind, 
bilden  eine  Gruppe  M.  Denn  kommen  die  Opera- 
toren a  und  h  hl  G,  H ,  K,  .  .  .  vor,  so  auch  a-b  .  Diese 
Gruppe  M  heißt  der  größte  gemeinsame  Teiler 
von  G  ,  H ,  K ,  ...;  wir  bezeichnen  ihn  durch 

(5)    M  =  -Div{G,  H,  K,  ...)    oder    3I==}G,  H,  K,  .  .  .{  . 

(5)  möge  gesprochen  werden:  ,, Divisor  von  G,  H ,  K,  ..." 

§  23.  Sind  alle  Operatoren  einer  Gruppe  H  auch  in 
der  Gruppe  G  enthalten,  so  heißt  H  ein  Teiler,  ein 
Divisor  oder  eine  Untergruppe  von  G,  und  G  ein 
Multiplum  oder  ein  Vielfaches  von  H.  Enthält  H 
nicht  alle  Operatoren  von  G,  so  ist  es  ein  echter  oder 
eigentlicher  Teiler  von  G;  stimmen  H  und  G  über- 
ein, so  ist  H  ein  unechter  oder  uneigentlicher  Teiler 
von  G.  Ist  Biv{G,H)  =  l,  so  heißen  G  und  H  teiler- 
fremd. 

H  ist  ein  Teiler  von  G,  wenn 

G  =  {G,  R)     oder  wenn     H  =  }G,H{. 

Ist  a  ein  Operator  von  G,  so  ist  {a}  ein  Teiler  von  G, 
aber  nicht  notwendig  ein  echter;  sind  a  und  b  Operatoren 
von  G ,  so  ist  {a ,  b}  ein  Teiler  von  G . 

Nun  möge  H  ein  eigentlicher  Teiler  von  G  sein, 
r  bezeichne  seine  Ordnung  und  1,  a.y  ,  «3  ,  .  .  .,  «r-i  ?  «r 
seine  sämthchen  Operatoren;  dann  wird 

(6)  H  =  [1,  a.2  ,  a.^  ,  .  .  .,  a,._i ,  a^]  • 

Da  H  ein  eigentlicher  Teiler  von  G  ist,  so  gibt  es  in  G 
einen  Operator  b.,  ,  der  in  H  nicht  vorkommt.  Dann  ent- 
hält G  auch  alle  Produkte,  die  im  Komplexe 

(7)  b.,  H  =  [b2,  b.,  a.,  ,  &^,  «3  ,  .  .  . ,  b.^  a,_i ,  b.^  a,] 

auftreten.  Alle  Operatoren  von  (7)  sind  unter  sich  und 
von  den  Operatoren  (6)  verschieden.  Denn  aus  der  Glei- 
chung &2  *«  =  ^2  *)-  würde  nach  II ,  §  1  folgen  a«  =  a^  . 
Und  aus  b.,  a«  =  «<$  ergäbe  sich  b^  =  asa'^  =  a^ ,  d.  h. 
b^  käme  gegen  die  Annahme  schon  in  H  vor. 

3* 
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Die  Gruppe  0  enthält  daher  mindestens  die  2  r  unter- 
einander verschiedenen  Operatoren  (G)  und  (7).  Erschöpfen 
diese  die  Gruppe  G  noch  nicht,  so  gibt  es  einen  neuen, 
weder  in  (6)  noch  in  (7)  vorkommenden  Operator  ^3  von  G  . 
Mit  ihm  bilden  wir  den  Komplex 

(8)  &3  -S"  ==  [^3  J    ^3  «2  5    &3  %  ^    •  •  •  J    ^3  «r-1  ,    &3  «r] 

und  zeigen  wie  oben,  daß  alle  seine  Elemente  unter  sich 
und  von  den  Operatoren  (6)  und  (7)  verschieden  sind. 
Danach  enthält  G  mindestens  3r  Operatoren. 

Fährt  man  in  gleicher  Art  fort,  so  erschöpft  man 
schließlich  die  Operatoren  der  endlichen  Gruppe  G .  Der 
letzte  dabei  auftretende  Komplex  mag 

(9)  htH  =  [ht ,  httt,,  &<  «3 ,   .  .  . ,  hf  rt,_i ,  ht  a,] 

sein.  Dann  folgt  für  die  Ordnung  w  der  Gruppe  G  die 
Gleichung  n  =  r  -t .  Somit  ersieht  mau:  Ist  die  Gruppe  fl^ 
der  Ordnung  r  ein  eigentlicher  Teiler  der  Gruppe  G  , 
sois  tdie  Ord  n  ungw  von  G  ein  ei  gentlich  es  Vielfaches 
von  r.  Den  Quotienten  n:r  =  t  nennen  wir  den 
Index  des  Teilers  H  von  G.  Natürlich  kann  H  auch 
=  {a}  sein,  wenn  a  ein  Operator  von  G  ist.  Daher  gilt: 
Die  Ordnung  einer  Gruppe  G  ist  ein  Vielfaches  der 
Ordnung  jedes  ihrer  Operatoren.  Hiermit  ist  der  in 
§  17,  S.  24  benutzte  Satz  hergeleitet. 

§  24.  Im  vorigen  Paragraphen  gingen  wir  von  der 
Gruppe  H  aus  und  bildeten  mit  Hilfe  neuer  Operatoren  ft^ , 
63 ,  . .  .,  ht  gewisse  Komplexe  (7),  (8),  (9),  .  .  .  Wir  wollen 
sie  die  Nebenkomx3lexe  zufl^  in  G  nennen  und  schreiben 

(10)  G  =  n -{-h,n  +  h.^n-\-  ...  +  hiE  . 

Hierbei  sind  die  +  Zeichen  nur  dazu  bestimmt,  die  Zu- 
sammenfassung der  in  den  einzelnen  Summanden  auf- 
tretenden Operatoren  anzudeuten. 

Wir  bemerken,  daß  die  &2  5  ^3?  •  -  •  ■>  ^t  nicht  ein- 
deutig bestimmt  sind;  denn  der  Operator  b^  kann  durch 
jedes  Produkt  ?>«  a^  (x  =  1 ,  2  ,  .  .  .  r)  ersetzt  werden ,  da 
{baa^)H  =  ba{a,,H)  =  baH  ist.  Dagegen  sind  die  Neben- 
komplexe in  (10),  abgesehen  von  ihrer  Anordnung,  voll- 
kommen   durch    G  und  H    bestimmt.     Denn    hätte  man 
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z.B.  auch  die  Zerlegung  von  G  in  Nebenkomplexe  von  der 
Form 

(10a)  G  =  H  +  d^H  +  d,  H  -{-  .  . .  +  diH  , 

so  müßte  ein  Operator  des  Komplexes  dccH  in  einem  der 
Komplexe  (10),  z.  B.  in  hßH ,  vorkommen,  d.  h.  es  wäre 
für  passend  gewählte  Indizes  q  und  o 

äa  (^Q  =  h/ida  ; 
daraus  folgte  aber 

da  =  hßaaa~^  =  hß a^  , 

da  H  =  bß  ür  H  =  bß  H  , 

d.  h.  die  Komplexe  da 3  und  hßH  stimmten  dann  völlig 
überein.  — 

Genau  in  der  gleichen  Weise,  wie  wir  bei  der  Kom- 
position in  (7)  den  Operator  b.^  als  linksseitigen  Fak- 
tor von  H  genommen  haben,  hätten  wir  auch  b.,  zum 
rechtsseitigen  Faktor  nehmen  können.  Führen  wir  dies 
durch,  indem  wir  die  neu  hinzutretenden  Operatoren  mit 
&2  =  Cg ,  f 3 ,  . .  . ,  Ct  bezeichnen,  so  erhalten  wir  die  zweite 
Zerlegung  von  G  in  H  und  seine  Nebenkomplexe 

(10b)  G  =  H  -\-  Eco  +  Hcs  +  .  .  .  +  Hct  . 

Daß  für  die  Anzahl  der  Summanden  wieder  t  genommen 
werden  mußte,  wie  bei  (10),  ist  klar. 

Man  erkennt  leicht,  daß  die  Summanden  von  (10) 
im  allgemeinen  nicht  denen  von  (10  b)  gleich  sind.  Am 
einfachsten  zeigt  dies  ein  Beispiel.  Wir  wählen  (5)  in  §  17, 
S.  27  und  setzen  H  =  [1,  b] .  Dann  liefert  (10)  die  Kom- 
plexzerlegung 

G  =  [l,  b]  +  [a,  rt  &]  +  [a-,  a'  b]  , 

dagegen  (10  b)  die  folgende 

G  =  [1 ,  &]  +  [a  ,  ba]  +  [a^,  b  a^  , 

von  der  ersten  verschiedene,  wobei 

[a ,  ba]  =  [a,  a-h]  ,     [a-,  ba-]  =  [a-,  ab]  . 

Wir  weisen  gleich  hier  darauf  hin,  daß  der  Fall  der 
Übereinstimmung  der  beiden  Zerlegungen  (10)  und  (10  b) 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
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§  25.    Von  dem  fundamentalen  Satze  des  §  23  wollen 

wir  jetzt  einige  Anwendungen  machen.  Wir  sahen  schon: 
Ist  a  ein  Operator  der  Gruppe  G ,  so  ist  die  Ordnung 
von  a  ein  Teiler  der  Ordnung  von  G .  Es  enthält  nämlich 
G  mit  a  zugleich  die  Gruppe  H  =  {a} ,  wie  das  ja  bereits 
bemerkt  wurde. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  sofort:  Die  Ordnung 
einer  Gruppe  ist  ein  Vielfaches  des  kleinsten  ge- 
meinsamen Vielfachen  der  Ordnungen  aller  ihrer 
Operatoren. 

Wir  besprechen  nunmehr  einige  Anwendungen  der 
hergeleiteten  Sätze  auf  die  Substitutionengruppen. 

Jede  Substitutionengruppe  G  ist  ein  Teiler  der  sym- 
metrischen Gruppe  S  aller  ihrer  Elemente.  Ist  ihre  An- 
zahl =  n  ,  so  wird  nach  §  6  die  Ordnung  von  S  gleich  nl 
Demnach  kann  die  Ordnung  r  der  Substitutionen- 
gruppe G  nur  ein  Teiler  von  n\  sein.  Den  Index  n\:r 
nennen  wir  den  Index  der  Substitutionengruppe  G 
(in  bezug  auf  die  symmetrische  Gruppe  S);  dieser  Index 
ist  der  zu  r  komplementäre  Teiler  von  n\  Diese  Betrach- 
tungen zeigen,  daß  von  den  als  Ordnungen  einer  Substitu- 
tionengruppe des  Grades  n  denkbaren  Zahlen  eine  ganze 
Eeihe  ausgeschaltet  werden  muß.  Ist  m  =  3 ,  so  kann  r 
nur  =  1 ,  2 ,  3  oder  6  sein ;  r  =  4  und  r  =^  5  ist  dagegen 
unmöglich.  Jene  vier  Zahlen  1 ,  2 ,  3  ,  6  kommen  auch 
wirklich  als  Ordnungen  von  Substitutionengruppen  dreier 
Elemente  vor.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  drei  Elemente 
mit  a,  h,  c  und  mit  1  die  Einheitssubstitution,  so  ent- 
sprechen sie  als  Ordnungszahlen  den  Gruppen 


(I) 

1. 

(11) 

1,  (ab). 

(III) 

1 ,  (ahc) ,  (ach) . 

(IV) 

1,  (ah),  (ac),  (bc),  (abc),  (acb) 

Ist  M  =  4  ,  so  darf  r  nur  einen  der  Werte  1 ,  2  ,  3  , 
4,  6,  8,  12,  24  annehmen;  die  übrigen  16  Werte  5,7, 
9  ,  11 ,  ...  21,  22  ,  23  müssen  ausgeschlossen  werden.  Für 
die  angegebenen  acht  mögUchen  Fälle  bestehen  auch  wirk- 
lich Substitutionengruppen.  Für  r  ==  1 ,  2  ,  3  ,  6  können 
wir  die  Gruppen  der  soeben  aufgestellten  Tabelle  nehmen; 
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daß  nur  drei  Elemente  in  die  Zyklen  explizit  eingehen, 
ist  offenbar  gleichgültig;  wir  können  jeder  Substitution 
den  Zykel  (d)  hinzufügen.  Für  die  weiteren  Werte  von  r 
hat  man 

(V)  1,    (ahcd),  {ac){hd),  (adcb). 

(VI)  1 ,    {ahcd)  ,    (ac)  {b  d)  ,    (adch)  ,    (ac)  ,    (b d)  , 

{a  b)  (c  d) ,  (a  d)  {b  c)  . 
(VII)  1,    (ab)  (cd),  (ac)  (bd),  (ad)  (bc),  (abc),  (acb), 

(abd) ,  (adb) ,  (acd) ,  (ade) ,  (bcd),  (bdc) . 

(VII)  ist  die  alternieremie  Gruppe  der  vier  Elemente  a, 
h ,  c,  d .  Zu.  r  =  24:  gehört  die  symmetrische  Gruppe. 
Allgemein  gibt  es  für  jedes  n  eine  Gruppe  der  Ord- 
nung r  =  yw!,  nämhch  die  alternierende,  ihr  Index  ist 
gleich  2,  und  eine  der  Ordnung  nl ,  nämlich  die  sym- 
metrische. 

Es  möge  darauf  hingewiesen  werden,  daß  für  gleiche 
n  und  r  mehrere,  ihrem  Typus  nach  verschiedene  Gruppen 
bestehen  können.     So  kann  z.  B.  statt  (II)  auch 

G  =  [l,  (ab)  (cd)] 

genommen  werden  und  statt  (V)   auch   die  Vierergruppe 

G  =  [l,  (ab)  (cd) ,  (ac)  (b  d) ,  (ad)  (bc)]  . 

In  den  besprochenen  Fällen  gehört  zu  jedem  Teiler 
r  von  n!  eine  Gruppe.  Das  gilt  nicht  allgemein.  Schon 
bei  w  =  5  gibt  es  keine  Substitutionengruppen  von  einer 
der  Ordnungen  30  oder  40,  d.  h.  vom  Index  4  oder  3, 
trotzdem  diese  Zahlen  Teiler  von  w !  =  120  sind. 

§  26.  Wir  wollen  nachweisen,  daß  unter  allen  Sub- 
stitutionengruppen die  alternierenden  die  einzigen  sind, 
die  den  Index  2  haben. 

Ist  G  eine  Gruppe  vom  Index  2  ,  die  nicht  mit  der 
alternierenden  identisch  ist,  so  gibt  es  nach  §  11,  S.  14 
zyklische  Substitutionen  dritter  Ordnung,  die  nicht  in  G 
vorkommen;  t  sei  eine  solche.  Nun  bilden  wir  die  zu  G 
gehörigen  Nebenkomplexe,  die  die  Zerlegung  der  sym- 
metrischen Gruppe  8  liefern.    Wir  können  sie 

S^G-\-tG  +  t^G-{-... 
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bezeichnen.  Denn  t'G  muß  von  G  und  tG  verschieden 
sein,  da  aus  einer  der  Gleichungen 

t^G  =  G     oder    r-G  =  tG 

folgen  würde,  daß  t^  oder  t  schon  zu  G  gehörte.  Das 
zweite  ist  durch  die  Annahme  über  t  ausgeschlossen;  das 
erste  dadurch,  daß  sonst  mit  <-  auch  {V^y- =  t  in  G  vor- 
käme. Die  obige  Zerlegung  zeigt  nun,  daß  dann  G 
mindestens  den  Index  3  haben  muß. 

Genau  nach  der  gleichen  Methode  kann  man  den 
folgenden  Satz  herleiten:  Ist  (?  eine  abstrakte  Gruppe, 
H  ein  eigentlicher  Teiler  von  G  und  q  ein  Operator 
der  Primzahlordnung  x,  der  in  G,  aber  nicht  in  H 
vorkommt,  so  ist  der  Index  des  Teilers  H  von  G 
mindestens  gleich  x.  Es  zeigt  sich  nämlich  bei  der 
Herstellung  der  Febenkomplexe  zu.  H  in  G,  daß  die  Zer- 
legung auf 

G==H  ^qH  +  q^H  -\-  ...  +^15+  ... 

führt,  da  aUe  Operatoren  in  H,  qH,  q^ H ,  ...,  q^-^H 
voneinander  verschieden  sind,  sobald  q  von  einer  Primzahl- 
ordnuug  ist. 

§  27.  Wir  kommen  jetzt  zui-  Einführung  eines  neuen, 
wichtigen  Begriffes. 

Es  mögen  zwei  Substitutionengruppen  von  gleicher 
Ordnung  r  gegeben  sein, 

ö  =  [1 ,    »2  ,    %  ,    .  .  .  ,    Or-i  ,    ttf]  , 
i     =[1,    «2  5    ^3  1    •••>    ^r-1  >    ^/-J  ) 

und  es  sei  möglich,  ihre  einzelnen  Substitutionen  a^  und  ä^ 
einander  paarweise  so  zuzuordnen,  daß  dem  Produkte  a^,  a„ 
zweier  Substitutionen  aus  G  das  Produkt  oc^  (%„  der  zu- 
geordneten aus  r  wieder  zugeordnet  ist:  dann  nennen  wir 
G  und  r  einstufig  isomorph  oder  kürzer  isomorph;  wir 
sagen:  G  und  J^  stehen  in  einstufigem  Isomorphismus 
zueinander.  Als  Beisi)iel  mögen  G  und  F  mit  den  Sub- 
stitutionen aus  drei  und  aus  sechs  Elementen 

1,  «2  =  (123),  «3  =  (132),  «,  =  (12),  «=,  =  (13),  «e  =  (23) 
und 

1,    «2  =  (132)  (456),     «3  =  (123)  (465),     a,  =  (14)  (25)  (36) , 
«5  =  (15)  (26)  (34),     «3  =  (16)  (24)  (35) 
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dieneu,  bei  denen  mau  ay.  und  (s,y.  einander  zuordnet.    In 
der  Tat  gelten  dann  z.  B.  die  Gleichungspaare 

^2  ^^^  ^3  5    ^2  ^^^^  ^3   5       ^2  ^4  ^^  ^6  >        2      4  ^^  ''^G   5 


«5  «6  =  «2  5    (^5  ^6 


USW. 


Aus  der  Vergleichung  der  Kompositiousformeln,  nach 
denen  gleichzeitig 

a^  a^  =  «r     und     «^  öc„  =  a^ 

wird,  können  wir  den  Schluß  ziehen,  daß  einstufig  iso- 
morphe Gruppen,  von  der  Bezeichnung  abgesehen,  die 
gleiche  Cayleysche  Tabelle  ergeben.  Für  unser  Beispiel 
wird  sie  bei  beiden  Gruppen  dem  Quadrate 


3l 

?2 

33 

34 

35 

36 

Ql 

Ql 

(?2 

33 

34 

35 

36 

Q2 

Ü2 

?3 

31 

36 

34 

35 

?3 

Qs 

?1 

32 

35 

3g 

34 

?4 

Qi 

55 

3g 

3i 

32 

33 

«5 

?5 

«6 

34 

33 

3i 

32 

^6 

5'ß 

g'4 

35 

32 

33 

3i 

gleich,  falls  jedes  g«  durch  a^,  oder  a^,  ersetzt  wird.  Dieses 
Quadrat  ist  mit  (5),  §  17,  ö.  27  identisch,  wenn  man  die 
Eeihen  umstellt  und  setzt,  was  erlaubt  ist. 


3i  =  1 »     32 


33 


q^--=ab  ,     ?5  =  ö  ,     q^  =  a^h 


Der  Begriff  des  einstufigen  Isomorphismus  fällt  dem- 
nach bei  abstrakten  Gruppen  mit  dem  der  Identität  zu- 
sammen, da  ja  zwei  einstufig  isomorphe,  abstrakte  Gruppen 
bis  auf  die  Bezeichnung  einander  gleich  sind. 

Als  ein  zweites  Beispiel  führen  wir  das  folgende  an: 
die  Gruppe  des  Grades  8 

«,  =  1,     a,  =  (12)  (34)  (58)  (67)  ,     «3  =  (13)  (24)  (57)  (68)  , 
a,  =  (14)  (23)  (56)  (78)  ,     a,  =  (15)  (27)  (38)  (46)  , 
«6  =  (16)  (28)  (37)  (45)  ,     a^  =  (1847)  (2635)  , 
a«  =  (1748)  (2536) 
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und  die  Gruppe  vom  Grade  4 

«1  =  1,     a,  =  {l3),     «3  =  (24),     «4  =  (13)  (24), 
«3  =  (14)  (23),    «6  =  (12)  (34),    «,=(1432),    ««  =  (1234), 

wobei  die  a„  den  a„  entsprechen,  sind  isomorph. 

Die  beiden  Substitutionengruppen  G  und  F  erscheinen 
in  ihrer  Darstellung  voneinander  wesentlich  verschieden; 
in  ihrem  Aufbau  dagegen  wesentlich  gleich.  Dies  wird 
noch  deutlicher,  wenn  man  von  G  und  von/^zu  den  abstrakten, 
ihnen  entsprechenden  Gruppen  gemäß  den  Vorschriften  des 
§  16  übergeht.  Die  dort  hergeleiteten  Resultate  zeigen 
in  Verbindung  mit  den  Entwicklungen  dieses  Paragraphen: 
Jeder  Substitutioneng^ruppe,  die  nicht  selbst  re- 
gulär ist,  ist  eine  reguläre  einstufig  isomorph. 

Von  einstufig  isomorphen  Gruppen  sagen  wir,  sie  be- 
sitzen gleichen  Typus  oder  gleiche  Konstitution, 
d.  h.  sie  haben  dieselben  Kompositionsvorschriften.  Offenbar 
gut  der  Satz:  Operatoren,  die  sich  isomorph  ent- 
sprechen, haben  gleiche  Ordnungen. 

§  28.  Eine  Substitutionengruppe  kann  auch  auf  sich 
selbst  einstufig  isomorph  bezogen  sein,  und  wir  werden  im 
nächsten  Kapitel  ein  Verfahren  kennen  lernen,  durch  das 
im  allgemeinen  ein  solcher  Isomorphismus  festgelegt  werden 
kann.  Wir  wählen  hier  als  Beispiel  solcher  Beziehungen 
die  symmetrische  Substitutionengruppe  von  drei  Elementen, 
die  wir  mit  1,  2,  3  bezeichnen, 

(I)  1,  (12),  (13),  (23),  (123),  (132). 

Der  identischen  Substitution   1    muß   stets  die  gleiche  1 
zugeordnet  sein. 

Die  drei  Transpositionen  (12) ,  (13) ,  (23)  müssen  bei 
jedem  Isomorphismus  sich  untereinander  entsprechen.  Durch 
die  Festsetzung  dieses  Entsprechens  ist  das  der  letzten 
zwei  Zyklen  dritter  Ordnung  festgelegt.  Es  gibt  also  nur 
die  folgenden  fünf  Zuordnungen,  bei  denen  die  Operatoren 
an  gleichen  Stellen  sich  entsprechen,  und  es  bestehen  ebenso 
viele  isomorphe  Beziehungen  zur  Gruppe  (I),  von  der  wir 
ausgingen : 

(II)  1,  (12),  (23),  (13),  (132),  (123); 

(III)  1,  (23),  (13),  (12),  (132),  (123); 
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(IV)  1,  (13),  (12),  (23),  (132),  (123); 

(V)  1,  (13),  (23),  (12),  (123),  (132); 

(VI)  1,  (23),  (12),  (13),  (123),  (132). 

§  29.  Wir  erweitern  den  Begriff  des  Isomorphismus  in 
folgender  Art:  Zwischen  den  Operatoren  oc ,  ß,  y,  d,  ... 
der  Gruppe  F  und  den  Operatoren  a,  b ,  c ,  d,  ...  der 
Gruppe  G  mögen  folgende  Beziehungen  stattfinden :  Jedem 
Operator  von  F  lassen  sich  s  Operatoren  von  G  zuordnen, 
etwa  dem  Operator 

(X  aus  7""  die  Operatoren  a^,  a.^ ,  %  ,  •  •  • ,  ««  aus  (?, 
ß  aus  F  die  Operatoren  öj ,  &2 ,  ög ,  .  .  . ,  hg   aus  G, 


y  aus  F  die  Operatoren  Cj ,  c, ,  c^ 


Cg    aus  G,  usw. 


derart,  daß  dem  Produkte  zweier  Operatoren  a'ß  aus  F 
jedes  Produkt  «„  •  h^  zweier  ihnen  bzw.  zugeordneter  Opera- 
toren entspricht,  also  wenn  oc  -  ß  ^  y  ist,  daß  der  Komplex 


[tta  ö,]  -=  [c„]         {a,  z,  V  =  1,  2  ,  3  , 


s) 


wird.  Finden  diese  Beziehungen  zwischen  G  und  7^  statt, 
so  sagen  wir,  G  stehe  in  s -stufigem  Isomorphismus 
zu  F,  oder  G  sei  s -stufig  isomorph  zu  F. 

Beispielsweise  ist  die  oben  in  §  14  aufgestellte  Gruppe 

.     h     c     d     e     f    0     li 


zu 


a     h     c     d     e     f    g     h 
b     a     d     c     h     g     f    e 


c     d     a 
d     c     b 


b     g     h     c     f 
a     f    e     hg 


tx 

ß 

7 

b 

(X 

(X 

ß 

7 

b 

ß 

ß 

(X 

b 

7 

7 

y 

b 

(X 

ß 

6 

d 

7 

ß 

oc 

g     h     f    a     d     b 


f     h     g 


6     d     a     c     b 
g     e     f    h     c     b     d     a 
h     f    e     g     b     e     a     d 
zweistufig  isomorph,  falls  man  den  Operatoren 

a;  ß;  y;  b 
aus  F  entsprechend  je  die  beiden  Operatoren  aus  G 
a,  eZ;     b,  c;     g,  h;     e,  f 
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zuordnet.  Denn  dabei  wird  z.  B.  dem  d  ß  =  y  das  g  oder 
das  /^  zugeordnet.  Die  a  und  a  sind  die  Einheitsoperatoren 
der  beiden  Gruppen,  da  a-  =  a ;  a-  =  ä  ist. 

Die  gleiche  Gruppe  G  von  achter  Ordnung  wird  vier- 
stufig isomorph  zu  der  Gruppe 


(X 

ß 

<x 

(X 

ß 

ß 

ß 

(X  , 

indem  man  den  Operatoren 

a;  ß 

aus  r  entsprechend  je  vier  aus  G,  nämlich  bzw. 

a,  d,  g,  h  ;     h,  c,  e,  f 

zuordnet.    Dabei  entsprechen  beispielsweise  dem  Produkte 
ß  •  ß  =  a  die  16  Produkte 

b-h  =  a,    h'C  =  d,   h'C^Ji,   b'f==g,   c-b  =  d,  c-c  =  a   usw., 

die  sich  auf  die  vier  verschiedenen  «  ,  d ,  g ,  h  reduzieren. 
Die  in  §  28  aufgestellte  Gruppe  (I)  von  sechster  Ord- 
nung ist  zu  der  Gruppe  zweiter  Ordnung 

r=[i,{^ß)] 

dreistufig  isomorph,  wenn  man  der  Einheit  in  F  aus  G  die 
drei  Substitutionen 

1,  (123),  (132) 

zuordnet  und  der  Substitution  (oc  ß)  die  drei  anderen  Sub- 
stitutionen aus  G,  die  noch  zurückbleiben, 

(12),  (13),  (23). 

§  30.  Die  abstrakte  Gruppe  G  stehe  zu  der  abstrakten 
Gruppe  /'  in  s -stufigem  Isomorphismus.  Dann  bilden  die 
s  Operatoren  von  G,  die  dem  Einheitsoperator  in  F  zu- 
geordnet sind,  einen  Teiler  von  G.  Denn  sind  a  und  h  zwei 
Operatoren  von  G,  die  beide  der  Einheit  in  F  entsprechen, 
so  entspricht  a  •  b  dem  Produkte  1  •  1  =  1 ,  d.h.  a-b  ent- 
spricht auch  der  Einheit  und  gehört  also  zu  dem  Kom- 
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plexe,  dem  schon  a  und  h  angehören.  Demnach  bilden 
die  a ,  ö ,  ...  eine  Gruppe  E  der  Ordnung  s ,  die  ein 
Teiler  von  G  ist, 

Nun  nehmen  wir  einen  beliebigen  Operator  a  aus  G 
und  den  entsprechenden  oc  aus  -T;  die  Produkte  a-E, 
d.  h.  der  Komplex  der  Produkte  aus  a  und  je  einem 
Operator  aus  E,  liefern  alle  dem  cc  entsprechenden  Ope- 
ratoren aus  G.  Denn  jeder  Operator  aus  a  •  E  entspricht  dem 
«•1  =  (X;  und  umgekehrt,  wenn  a  und  «^  dem  (X  ent- 
sprechen, so  entspricht  a^-  a~^  dem  cc  >  (x~^  =1,  ä.li.  a^-  a~^ 
gehört  zu  E  und  «^  zu  aE  =  E a . 

Dem  Operator  cc  aus  F  entspreche  a  ans  (? ;  dann  ent- 
spricht jedes  öc^  dem  a?  für  alle  Exponenten  o  =1 ,  2  ,  3  ,  .  .  . 
Nimmt  man  für  o  die  niedrigste  Zahl  u ,  für  die  «"  zu  i? 
gehört,  so  wird  a"  =  1  (u ,  min) ,  und  a",  a-",  a^",  .  .  .  sind 
die  einzigen  Potenzen  von  a ,  die  in  E  vorkommen.  Also 
ist  die  Ordnung  von  a  gleich  einem  Produkte  u  •  v,  und 
die  von  o.  ist  ein  Teiler  n  von  jU'  v .  Aus  {a-")''  =  1  er- 
kennt man,  daß  v  eiu  Teiler  der  Ordnung  s  von  E  wird. 
Hat  (K  die  Ordnung  /.i ,  so  hat  a  die  Ordnung  fiv, 
wobei  V  ein  Teiler  der  Ordnung  s  von  E  ist.  Ist 
die  Ordnung  von  a,  d.  h.  ist  jli'V  teilerfremd  zu 
der  Ordnung  von  E,  so  haben  a  und  (x  gleiche  Ord- 
nungen, da  V  =  1  wird. 

In  dem  ersten  Beispiele  aus  §  29  haben  ß  und  b 
sowie  c  die  gleiche  Ordnung,  nämhch  2  ;  dagegen  hat  y 
die  Ordnung  2  ,  und  ^  sowie  h  besitzen  die  Ordnung  4 ; 
ferner  sind  ö ,  e  und  /'  wieder  von  der  Ordnung  2  . 

Es  läßt  sich  leicht  beweisen:  Jedem  Teiler  H  vonF 
entspricht  ein  Teiler  H  von  G.  Der  Index  von  H 
in  bezug  auf  F  ist  dem  von  H  in  bezug  auf  G  gleich, 
und  die  Ordnung  von  H  ist  demnach  das  .s-fache 
der  Ordnung  von  H.  Dabei  besteht  H"  aus  den  Komplexen 
der  Operatoren,  die  den  einzelnen,  in  H  vorkommenden 
Operatoren  von  G  zugeordnet  sind. 

Die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist,  wie  wir  sehen 
werden,  gewissen  Einschränkungen  unterworfen. 

Gegeben  sei  ein  Teiler  E  der  Ordnung  r  von  G;  ge- 
sucht wird  der  Teiler  H  von  /',  der  aus  allen  den  Ope- 
ratoren von  r  besteht,  die  denen  von  H  entsprechen.  — 
Es  sei  E'=  }H,  E{  von  der  Ordnung  s'.    Die  Gruppe  E' 
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ist  ein  Teiler  von  27;  seine  Nebenkomplexe  in  H  sind 
durch  die  Zerlegung  des  gegebenen  Teilers  H  bestimmt: 

Nun  sollen  /«  und  iß  Operatoren  der  Reihe  U,  t.^,  .  .  . ,  t^ 
bezeichnen.  Dem  Operator  /«  entspreche  in  /'  der  Ope- 
rator T« .  Da  E'  ein  Teiler  von  E  ist,  und  da  allen 
Operatoren  von  E  in  F  die  Einheit  entspricht,  so  ist  allen 
Operatoren  des  Komplexes  tccE'  der  eine  Operator  r«  zu- 
geordnet. Ferner  entsprechen  zwei  verschiedenen  f„ ,  tß 
auch  verschiedene  t„  ,  Tß-,  denn  aus  der  Gleichung  jß  =  x^ 
müßte  folgen:  tß  gehört  zu  /«.£';  also,  da  tß  und  t^  zu  H 
gehören,  tß  kommt  in  t^E'  vor,  was  ausgeschlossen  ist. 
Demnach  ist  die  Ordnung  des  Teilers  H  von  F,  der  dem 
Teiler  i7  von  G  entspricht,  gleich  q  ,  d.h.  gleich  r:s'.  Ist  H 
Teiler  der  Ordnung  r  einer  Gruppe  G,  die  .s-stufig 
isomorph  zu  /'  ist,  so  entspricht  dem  II  ein  Teiler  H 
der  Gruppe  F  von  der  Ordnung  g  =  r:s'.  Dabei 
bedeutet  s'  die  Ordnung  von  }II,  E{.  Enthält  H 
den  Teiler  E,  so  wird  o  =  r:s;  sind  H  und  E  teiler- 
fremd, so  besitzen   H  und  H  gleiche  Ordnungen. 

Als  Beispiel  für  diese  Verhältnisse  diene  das  Folgende. 
Die  linksstehende  Gruppe  achter  Ordnung  ist  bei  der  an- 
gedeuteten Zuordnung  zweistufig  isomorph  zu  der  rechts- 
stehenden vierter  Ordnung 

1,  (12)  (34)  1; 

(13)  (24),  (14)  (23)  {ah)  {cd); 

(1324),  (1423)  {ac){hd)', 

(12),  (34)  {ad){hc). 

Hier  entspricht  nun  jeder  der  beiden  Gruppen  H  und  H^ , 
welche  Teiler  der  linksstehenden  Gruppe  sind, 

5  =  [1,(12)  (34),  (13)  (24),  (14)  (23)], 

ff,  =  [1,(13)  (24)], 

dieselbe  Gruppe 

H  =  [l,  {ah){cd)\, 

trotzdem  H   und  ff,   von  verschiedenen  Ordnungen  sind. 
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Transformation  und  Vertauschbarkeit. 

§  31.  Den  mit  Hilfe  zweier  Operatoren  a  und  &  ge- 
bildeten neuen  Operator  a'^ha  nennt  man  die  Trans- 
formierte von  h  durcli  a.  Man  sieht  leicht:  Die 
Transformierte  eines  Produktes  h-c  ist  gleich  dem 
Produkte  der  Transformierten  seiner  Faktoren  h 
und  c.     Denn  es  ist  ja 

(1)  a~^{bc)a  =  a~^  h{a  •  a~^)ca  =  («"^  b  a)  {a~^  ca)  . 

Folglich  ist  auch  für  Potenzierungen  bei  beliebigem  Ex- 
ponenten jU 

(2)  {a-^hay  =  a'^h^'a  . 

Ist  d  die  Transformierte  von  &  durch  a,  so  ist 
h  die  Transformierte  von  d  durch  a~^ ;  denn  aus 
«"'  ha  =  d  folgt  &  =  ada~^  =  («^^)"'  d{a~^) . 

Transformierte  Operatoren  b  und  a~^ba  haben 
gleiche  Ordnungen.     Dies  folgt  aus  der  Gleichung  (2): 

(a-^ba)"  =  a-H"a  . 

Denn  ist  ju  die  Ordnung  von  b,  dann  folgt  (a~^  &«)■"=!; 
also  ist  die  Ordnung  von  a^^ba  ein  echter  oder  unechter 
Teiler  der  Ordnung  von  b ;  bedeutet  dagegen  ju  die  Ord- 
nung von  a'^ba  ,  dann  ist  a"^  &•" a  =  1 ,  fe"  =  a+^  •  a~^  =1, 
und  das  zeigt,  daß  die  Ordnung  von  b  ein  echter  oder 
unechter  Teiler  der  Ordnung  von  a~^ba  ist.  Folglich 
stimmen  beide  Ordnungen  überein. 

Die  Transformierten  zweier  Reziproken  sind 
selbst  reziprok.     Denn  aus  c  =  b^^  folgt  (§  6;  S.  7) 

a~^  c  a  =  a~^  b'^  a  =  {a~^ba)~^. 

Aus  (1)  folgt  ferner:  Transformiert  man  die  Ope- 
ratoren einer  Gruppeö  sämtlich  durch  den  gleichen 
Operator  a,  so  entsteht  eine  Gruppe  G^,  die  zu  G 
einstufig  isomorph  ist,  falls  man  transformierte  Ope- 
ratoren einander  zuordnet,  G^  =  a~^Ga  . 

Ist  der  Operator  a ,  durch  den  man  transformiert, 
ein  zu  G  selbst  gehöriger  Operator,   so  wird  G^  =^  G,  und 
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O  erscheint  durch  diese  Transformation  als  einstufig  iso- 
morph auf  sich  selbst  bezogen.  So  entstehen  z.  B.  die 
sechs  isomorphen  Gruppen  in  §  28  aus  der  ersten  unter 
ihnen  durch  Transformation  mit  bzw.  1;  (23);  (13);  (12); 
(132);  (123). 

§  32.  Wir  wollen  den  neu  eingeführten  Begriff  der 
Transformation  an  den  Substitutionen  und  an  den  Sub- 
stitutionengruppen näher  erläutern. 

Es  seien 

":J'  '^(t)  (—1-2,3,...,«) 

zwei  Substitutionen,  in  denen  die  a^_  und  die  a^^  die  Keihe  der 
Elemente  a^,  a^  ,  .  .  ■ ,  a„  durchlaufen,  während  die  hy_  will- 
kürliche, mit  den  a;.  übereinstimmende  oder  von  ihnen 
verschiedene  Elemente  sein  sollen.  Dann  wird  die  Trans- 
formierte von  s  durch  t 

-■'-mm-mH:> 

d.  h.  man  erhält  die  Transformierte  von  s  durch  /, 
indem  man  auf  die  Elemente  von  s  die  Substitution  f 
ausführt,  d.  h.  jedes  a^  durch  hy,  ersetzt.  Jedem 
Zykel  in  s  entspricht  daher  in  t~^ st  ein  Zykel  von  gleicher 
Elementenanzahl,  d.  h.  von  gleicher  Ordnung;  und  t~^st 
besteht  aus  ebenso  vielen  Zyklen  von  entsprechend  gleicher 
Ordnung  wie  s.  Deshalb  heißen  auch  die  Substitutionen  s 
und  t^^st  einander  ähnlich  oder  auch  von  gleichem 
Typus. 

Setzen  wir  z.  B, 

s  =  (12)  (345)  (6789)  ,     t  =  (03)  (197)  (24)  (685)  , 
so  wird 
r  1  s /  =  (03)  (179)  (24)  (658) .  (12)  (345)  (6789)  •  (03)  (197)  (24)  (685) 

=  (026)  (1578)  (3)  (49)  =  (49)  (026)  (1578)  . 

Das  Eesultat  ist  demnach  dasselbe,  als  ob  man  auf  die 
Elemente  von  s  die  durch 

^0  12345678  9^ 


7  8  9\ 
1  5  7J 

vorgeschriebene  Umstellung  gemacht  hätte. 


^       \3  9  4  0  2  6 
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Ist  eine  Substitution  s^  einer  anderen  s  ähnlich,  so 
kann  man  jede  von  ihnen  aus  der  anderen  mittels  Trans- 
formation durch  eine  passend  gewählte  dritte  t  herleiten. 
Um  eine  solche  zu  finden,  genügt  es,  s  und  s^  so  unter- 
einander zu  schreiben,  daß  Zyklen  von  gleicher  Ordnung, 
die  aber  sonst  beliebig  gewählt  sein  können,  untereinander 
stehen;  die  Anfangsglieder  der  Zyklen  sind  dabei  nicht 
fest  bestimmt  (§  7).  Dann  unterdrückt  man  die  Klammern, 
die  die  Zyklen  umfassen,  schließt  beide  Zeilen  in  eine  neue 
Klammer  ein  und  faßt  das  Entstehende  als  Ausdruck  einer 
Substitution  auf  (§  5). 

So  findet  mau  für  die  beiden  einander  ähnlichen  Sub- 
stitutionen 

s  =  (12)  (34)  (567)  ,     s,  =  (15)  (28)  (346) 
unter  anderen  für  t  die  Formen 

1234567  8\  /l  234567  8\  /l  2345678 
1528346  7J'  \5  182634  7J'  \2  8154637 

§  33.  Bedeuten  s  und  t  zwei  ganz  beliebige  Sub- 
stitutionen, so  sind  st  und  ts  einander  ähnliche  Sub- 
stitutionen; denn  wegen  der  Gleichungen 

t-'^{ts)t  =  st  ,     s-^st)s  =  ts 

ist  jede  eine  Transformierte  der  andern.  Also  haben  s  t 
und  ts  gleiche  Ordnung. 

Auch  für  beliebige  abstrakte  Operatoren  a  und  h  gilt  der 
Satz,  daß  ab  und  ha  gleiche  Ordnung  haben,  falls  diese 
Ordnungen  endlich  sind.  Denn  es  ist  für  jedes  q  als  Ex- 
ponent 

{ahy+^  =  a{b a)n  ; 

nehmen  wir  für  q  die  Ordnung  von  ah ,  so  entsteht 
hieraus 

ah  =  aihayh  ,     \  =  {ba)s, 

d.  h.  die  Ordnung  von  h  a  ist  ein  Teiler  der  Ordnung 
von  a b  ;  nimmt  man  für  q  die  Ordnung  von  ha ,  so  ent- 
steht 

{ah)s  +  ^  =  ah,     {ab)s  =  l, 

d.  h.  die  Ordnung  von  ab  ist  ein  Teiler  der  Ordnung 
von  h  a  .     Folglich  haben  a  h  und  h  a  gleiche  Ordnungen. 

Netto,  Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  4 
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§  34.  Wenn  die  Transformierte  des  Operators  a  durch  h , 
also  b'^ah  mit  a  übereinstimmt,  so  heißen  a  und  h  mit- 
einander vertauschbar;  denn  aus 

(3)  h~^ah  =  a     folgt     ah  =  ba. 

Sind  zwei  Operatoren  a,  h  miteinander  ver- 
tauschbar, so  ist  jede  Potenz  des  einen  mit  jeder 
Potenz  des  anderen  vertauschbar.  Denn  man  hat 
die  Gleichungsreihe 

ba^^=ba'a  =  al)-a  =  a  -b  a  ^  a  •  ab  =  a-b  , 

ba/'  =  a/'b  , 
b^af"  ^b-ba^"  =  ba"  -b  =  a"  b-  , 


und  so  allgemein 

(4)  6"  a"  =  a"  b"  . 

Das  zeigt  weiter:  Jedes  Kompositionsresultat  zweier 
vertauschbaren  Operatoren  a,  b  läßt  sich  auf  jede 
der  beiden  Formen  a^bf^  oder  bi^ w^  bringen.  Es  wird 
nämlich  nach  (4) 

a''b^a-"b'-  .  .  .  =  ««+.«+•••.  &^-+''+--  =  &^-+''+--.  a«+^+"  . 

Folglich  hat  in  der  Gruppe,  die  aus  den  beiden  vertausch- 
baren Operatoren  a  und  b  entsteht, 

ö  =  (a  ,  b) 

jeder  Operator  die  angegebene  Form.  Ist  also  öc  die  Ord- 
nung von  a  und  ß  die  von  b  ,  dann  kann  jeder  Operator 
von  G  durch  ein  Produkt 

a.«  b"      (^<  =  0 ,  1 ,  2  ,  .  .  . ,  cc  -  1 ;    v  =  0 ,  1 ,  2 ,  .  .  . ,  yS  -  1) 

dargestellt  werden.  Es  fragt  sich  aber  noch,  ob  dies  nur  auf 
eine  Art  möglich  ist,  oder  ob  auch  mit  anderen  Ex- 
ponenten  ö  ,  T 

a/'  b"  =  a"  b'       («  ,  a  <  ä  ;     r  ,  t  <  ß) 

"sein  kann.     Aus  dieser  Gleichung  würde  folgen 

d.  h.  es  müßte  eine  Potenz  von  b  mit  einer  Potenz  von  a 
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übereinstimmen.  Dabei  würde  aus  der  Annahme  /t  =  o 
folgen  T  =  r ,  so  daß  dieser  Fall  ausgeschlossen  werden 
kann.  Es  sei  nun  h"  die  niedrigste  Potenz  von  & ,  die 
gleich  einer  Potenz  von  a  wird;  das  sei  angedeutet  durch 

h"  =  a?  (ö  min)  . 

Dann  werden  alle  Potenzen  von  h""  dieselbe  Eigenschaft 
haben,  wie  das  ja  klar  ist.  Und  auch  nur  sie;  denn  aus 
einer  Gleichung  von  der  Form 

J^y.a  +  x,  _  ^y  (0  <  7^1  <  o) 

folgt 

so  daß  gegen  die  Voraussetzung  schon  die  y.^  te  Potenz 
von  h  gleich  einer  Potenz  von  a  wird,  obwohl  y.^^Ko  ist. 
Da  b'*  =  1  =  a*  ist,  also  h^'  zu  (a)  und  folglich  zu 
den  Potenzen  von  h"  gehört,  so  wird  ß  ein  Vielfaches  von  o  . 
Wir  setzen  nun 

ß  =  0'V  , 

so  daß  V  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  kann  jede 
Potenz  von  &  auf  die  Form  «/'  h^  gebracht  werden,  wobei 
V  einen  der  Werte  0 ,  1,  2 ,  .  .  .,  (a  —  1)  hat;  und  jeder 
Operator  von  G  kann  auf  die  Form  gebracht  werden 

«/'  &"    Ca  =  0  ,  1 ,  2  ,  .  .  . ,  öc  -  1 ;    r  =  0  ,  1 ,  2  ,  .  .  . ,  ö  -  1)  . 

Diese  Darstellung  ist  jetzt  nur  auf  eine  einzige  Art  möghch. 
Demnach  ist  die  Ordnung  von  6f  gleich 

(O)  OC'  o  = . 

v 

In  derselben  Art  kann   man  für  die  Darstellung  der 
Operatoren  von  G  die  Form 

6- a-«      (v  =  0  ,  1 ,  2  ,  .  .  . ,  ^  -  1  ;    ju  =  0  ,  1,  2  ,  .  .  .,  cc -1) 

wählen.  Ist  a"^  die  niedrigste  Potenz  von  a ,  die  gleich 
einer  Potenz  von  b  wird,  so  folgt  wie  oben,  daß  t  ein 
Teiler  von  oc  ist,  so  daß  man  hier 

bei  ganzzahligem  co  einsetzen  kann.  Dann  geben  die  ß-r 
Operatoren  der  Form 

fe.-^«      (v  =  0,  1,  2,  ...,^-1;    /*  =  0,  1,  2,  ...,T-1) 

4* 
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alle  Operatoren  von  G  und  jeden  nur  einmal.  Also  wird 
die  Ordnung  von  G 

und  man  findet  durch  Vergleichung  von  (5)  mit  (6)  v  =  (ü,  also 

(X  ==  T  'V  ,  ß  =  o  '  v;     (X  o  =  ßx  . 

Ist  bei  den  vertausclibareu  Operatoren  a  und  & 
die  Potenz  h"  die  niedrigste  von  h ,  die  einer  Potenz 
von  a,  unda'^  die  niedrigste,  dieein  er  Potenz  von?; 
gleich  wird,  hat  ferner  a  die  Ordnung  cc  und  h  die 
Ordnung  ß,  so  ist 

(7)  oco  =  ßr  , 

und  die  Ordnung  von  G  =  {a  ,  h}  ist  ao  =  ßr  .  Für 
teilerfremde  a  ,  ß  istdieOrdnungvonö  gleich  a  -  ß . 

§  35.  Gruppen,  deren  Operatoren  sämtlich  unter- 
einander vertauschbar  sind,  heißen  vertauschbare 
Gruppen  oder  Abelsche  Gruppen.  Dafür,  daß  eine 
Gruppe  G  eine  Abelsche  sei,  reicht  es  aus,  daß  alle  kon- 
stituierenden Elemente  a,  h ,  c,  .  .  .  von  0  =  {a,h ,  c,  ...} 
untereinander  zu  je  zweien  vertauschbar  sind. 

Jede  aus  einem  Operator  gebildete  Gruppe 
G  =  (a)  ist  eine  Abelsche. 

Sind  alle  Operatoren  einer  Gruppe  von  der 
Ordnung  2,  so  ist  die  Gruppe  eine  vertauschbare. 
Denn  bedeuten  a  und  h  zwei  Operatoren  der  Gruppe,  und 
ist  der  Voraussetzung  gemäß 

a2  =  1  ,     V-=l  ,     {a hy  =  1  , 

so  folgt  zunächst  hieraus 

a  =  a~^ ,     h  =  h-^,     ah  =  {ah)~^  =  b'^  a^^ 

und  aus  diesen  drei  Eesultaten  weiter 

ab  =  b~^  a~^  =  ha  , 

d.  h.  a  und  &  sind  untereinander  vertauschbar. 

Wir  werden  uns  weiterhin  noch  eingehend  mit  solchen 
Ab  eischen  Gruppen  zu  beschäftigen  haben. 

§  36.  Im  §  31,  S.  47  haben  wir  gesehen,  daß  die 
Transformation   aller  Operatoren    einer   Gruppe  G    durch 
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einen  unter  ihnen  wieder  auf  die  Gruppe  G  zurückführt. 
Das  gleiche  kann  auch  dann  eintreten,  wenn  die  Trans- 
formierende nicht  zu  G  gehört.  Beispielsweise  ist  der 
Teiler  (r  =  [1,  a,  a-]  der  Gruppe  (5)  aus  §  17,  S.  27  von 
der  Eigenschaft,  daß  b^Gb  =  G  wird;  ebenso  gilt  für  die 
Substitutionengruppe  (r -=  [1,  (123) ,  (132)]  der  drei  Ele- 
mente 1 ,  2 ,  3  die  Beziehung 

(12)-^  (7(12)  ==  (13)-i  ö(13)  =  (23)-^  ö(23)  =  G  ; 

und  es  bleibt  auch  die  Transformierte  der  alternierenden 
Substitutionengruppe  bei  Verwendung  einer  beliebigen  Sub- 
stitution zweiter  Klasse  (S.  12)  ihrer  Elemente  ungeändert. 
Tritt  dieser  Umstand  bei  der  Transformation  der 
Gruppe  G  durch  den  fremden  Operator  a  auf,  so  wird  die 
Gleichung  befriedigt 

(8)  a-^  G a  =  G     oder     aG  =  Ga, 

die  da  aussagt:  die  Transformierte  jedes  Operators  von  G 
durch  a  ist  wieder  ein  Operator  von  G .  Wir  nennen 
dann  den  Operator  a  mit  der  Gruppe  G  vertausch- 
bar. Ist  also  (t  ==  [öj ,  &2 ,  &3 ,  . .  .,  bf] ,  dann  muß  für 
jedes  X  ein  X  bestehen,  für  das 

(9)  a-^by,a  ^  &;.     oder     by.  a  -=-  a  b;. 

wird.  Die  Gleichungsreihe  (9)  ist  also  mit  (8)  gleich- 
bedeutend. 

Ist  G  mit  a  vertauschbar,  so  auch  mit  jeder 
Potenz  von  a.     Denn  man  hat 

a'^Ga'^^a~^{a~^Ga)a  =  a~^Ga  =  G;  ... 

Ist  G  mit  a  und  mit  b  vertauschbar,  so  auch  mit 
a  -b  .     Denn  man  hat 

(ab)-'  G ab  =  b-'{a~'  G a)b  ^  b-^  Gb  =  G . 

Ist  G  mit  a  ,  b  ,  c  ,  ...  einzeln  vertausch  bar,  so  auch 
mit  a'^V'  &  .  .  . 

Ist  eine  Gruppe  G  =  [&i ,  b., ,  b-,  ,  .  .  .,  &J  mit  dem 
Operator  a  vertauschbar,  dann  kann  jeder  Operator  von 
H  =  {G ,  a}  jede  der  beiden  Formen 

a""  b).     oder     &;.  a" 
(A  =  l,2,  ...,r-l,r;     >.  =  0  ,  1,2,  ...,^-1) 
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annehmen,  wobei  a  die  Ordnung  von  a  bezeichnet.  Das 
folgt  aus  (9).  Es  fragt  sich  nun,  ob  derselbe  Operator 
von  H  in  verschiedener  Art  auf  eine  solche  Form  gebracht 
werden  kann,  d.  h.  ob  jnan  setzen  kann 

Daraus  würde  folgen 

so  daß  eine  (von  der  Einheit  verschiedene)  Potenz  von  a 
zu  G  gehören  würde.  Ist  a"^  die  niedrigste  Potenz  von  a , 
die  zugleich  ein  Operator  von  G  ist,  dann  kann  jeder 
Operator  von  H  auf  die  Form 

a'''  &;.     oder     b^,  a" 

(A  =  l,2,  ...,r-l,r;    x  =  0,  1,2,  .  .  . ,  r  -  1) 

gebracht  werden,  und  zwar  nur  auf  eine  Art.  Folglich 
hat  H  die  Ordnung  r  •  t  . 

Auch  hier  läßt  sich,  ähnlich  vne  in  dem  besonderen 
Falle  von  §  31,  S.  48  die  Substitutionengruppe  G  einstufig 
isomorph  auf  sich  beziehen,  indem  jedes  b^  dem  a'^bg^a 
zugeordnet  wird.  Diese  isomorphe  Beziehung  geht  in  eine 
Identität  über,  d.  h.  jeder  Operator  ist  nur  dann  sich  selbst 
zugeordnet,  wenn  a  nicht  nur  mit  der  Gruppe  G,  sondern 
sogar  mit  jedem  einzelnen  Operator  von  G  vertauschbar  ist. 

§  37.  G  sei  eine  abstrakte  Gruppe  und  J  ein  echter 
Teiler  von  G.  Dann  bildet  der  Komplex  der  Operatoren 
von  G,  die  mit  J  vertauschbar  sind,  eine  Gruppe  H ,  die 
ein  Teiler  von  G  und  ein  Vielfaches  von  J  ist.  Wir 
woUen  sie  Zwischengruppe  von  J  in  ö  nennen.  Die 
Ordnungen  von  G,  H ,  J  seien  r,  s  ,  t ,  und  es  sei  r  =  5  •  a ; 
s  =  t'T .  Transformieren  wir  nun  die  Gruppe  J  durch 
einen  Operator  g  aus  G,  der  nicht  in  der  Zwischengruppe  H 
enthalten  ist,  so  ist  diese  Transformierte  Jo  "^on  J  ver- 
schieden, d.  h.  J  und  Jo  stimmen  nicht  in  allen  Opera- 
toren überein.     Es  ist  daher 

g-i  Jg  =  J^^J  . 

Die  s  Operatoren  aus  Hg^  die  wir  mit  Ti-^g  bezeichnen, 
transformieren  J  in  das  gleiche  J2  5  denn  man  hat 

{H  gY'  J{Eg)^  g-'  (/<; '  J  K)  9  ==  Q-'  Jg  =  J^ 

(«  =  1 ,  2  ,  .  .  . ,  s)  . 
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Umgekehrt  gilt  der  Satz,  daß  nur  die  Operatoren  h,,g  des 
Komplexes  Hg  die  Gruppe  J  in  die  Gruppe  Jg  transfor- 
mieren.    Denn  aus  der  Annahme 

k      J  kl  ^=  d  2  j 

daß  k  das  J  in  Jo  transformiert,  folgt  ja 

{kg-Y'J{kg-')=^gJ.g''=J, 

so  daß  kg'^  zu  H  gehört.     Es  kann  also  gesetzt  werden 

k g~^  =  hy,  ,     k  =  h^g  . 

Daraus  folgt,  daß  durch  die  S'O  Operatoren  von  G  der 
Teiler  J  in  o  voneinander  verschiedene  Gruppen 

(9)  J,  Jo,  J,,  ..-,  J. 

transformiert  wird.  Ihre  Anzahl  o  ist  ein  Teiler  der  Ord- 
nung von  G.  Jedes  J.,  ist  selbst  wieder  eine  Untergruppe 
von  G.  Die  Zwischengruppe  H  kann  in  extremen  Fällen 
mit  J  oder  auch  mit  G  übereinstimmen.  Ist  das  letzte 
der  Fall,  ist  also  J  mit  jedem  Operator  von  G  ver- 
tauschbar, dann  nennen  wir  G  zusammengesetzt  und  J 
einen  selbstkonjugierten  Teiler  von  G.  Ist  kein 
solcher  in  G  vorhanden,  so  heißt  G  einfach.  Auf  diese 
Verhältnisse  werden  wir  noch  näher  einzugehen  haben. 

§  38.  Genau  die  ähnlichen  Überlegungen  kann  man 
anstellen,  wenn  man  statt  des  Teilers  J  einen  Operator  i 
aus  G  betrachtet.  Auch  hier  gibt  es  eine  Zwischen- 
gruppe H,  die  aus  allen  in  G  enthaltenen  und  mit  i  ver- 
tauschbaren Operatoren  besteht.  Alle  Operatoren  H  gx 
transformieren  bei  demselben  l  den  Operator  i  in  den- 
selben Operator  t;. ,  und  nur  sie  tun  das.  Auch  hier  sei 
r  r=  s  -  o  die  Ordnung  von  G ,  ferner  s  =  t-r  die  von  H , 
und  t  die  Ordnung  von  i  oder  von  {i} .  Dann  kann  i 
durch  Transformation  mit  den  s  •  o  Operatoren  von  G^  in  ö 
voneinander  verschiedene  Operatoren 

umgeformt  werden,  wo  a  ein  Teiler  von  r  ist. 

Die  Gesamtheit  von  (9)  oder  (9')  heißt  ein  Trans- 
formationskomplex, o  seine  Ordnung.  Die  Operatoren 
von  (9)  oder  (9')  heißen  konjugiert  zueinander. 

Ein  solcher  Transformationskomplex  ist  durch  jedes 
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seiner  Elemente  vollständig  bestimmt;  denn  ist  J«  oder  i^ 
eine  Transformierte  von  J  bzw.  von  i ,  dann  auch  J 
oder  i  von  J«  bzw.  von  *« .  Bei  a  =  1  heißt  i  ein  selbst- 
konjugierter  Operator  von  G;  ein  solcher  ist  demnach 
mit  allen  Operatoren  g^  der  zugrunde  gelegten  Gruppe  G 
vertauschbar,  g^'^ig)=i-^  i  g,  =  g^i  . 

§  39.  Man  kann  alle  Operatoren  einer  Gruppe  G  in 
einer  Anzahl  von  Transformationskomplexen  einordnen, 
derart,  daß  jeder  Operator  einmal  und  nur  einmal  in 
einem  solchen  Komplexe  auftritt.  Folglich  ist  die  Summe 
der  Ordnungen  aller  hierbei  aufzustellenden  Komplexe 
gleich  der  Ordnung  der  Gruppe  G,  die  wieder  mit  r  be- 
zeichnet werde.  Eine  der  Ordnungszahlen  zum  mindesten 
hat  den  Wert  1 ;  denn  der  Einheitsoperator  ist  sich  selbst 
konjugiert,  bildet  also  für  sich  einen  Transformations- 
komplex.    Man  hat  daher 

(10)  r  =  1  +  a^  +  03  -f  .  .  .  +  a,  ; 

jedes  der  Oa  wird  ein  Teiler  von  r,  der  gleich  dem  Index 
der  Zwischengruppe  des  zugehörigen  Operators  ist. 

Hiervon  wollen  wir  sofort  eine  Anwendung  machen, 
indem  wir  r  gleich  einer  Primzahlpotenz  79*  setzen.  Da 
alle  o  Teiler  von  p'^  und  Vielfache  von  2>  sind,  wenn  sie 
nicht  ==1  werden,  so  folgt,  daß  mindestens  noch  (p—l) 
der  Ordnungszahlen  o  den  Wert  1  haben.  Mit  anderen 
Worten:  Jede  Gruppe,  deren  Ordnung  eine  Prim- 
zahlpotenz p*  ist,  hat  außer  der  Einheit  minde- 
stens noch  (p—l)  selbstkonjugierte  Operatoren. 
Die  sämtlichen  selbstkonjugierten  Operatoren  einer  Gruppe 
bilden  nun  eine  Untergruppe,  da  das  Produkt  zweier 
auch  wieder  selbstkonjugiert  ist.  Man  hat  folglich:  Jede 
Gruppe,  deren  Ordnung  eine  Primzahlpotenz  p* 
ist  (a  >  1) ,  ist  zusammengesetzt  (§  37). 

§  40.     Zwei  Gruppen 

ö  =  [%  ,  a^  ,  .  .  . ,  0.^]     und     H  =  [hy  ,  b.,  ,  .  .  .,  hg] 

heißen  miteinander  vertauschbar,  wenn  die  beiden 
Komplexe  von  Operatoren 

(11)  üy.bf.     und     &„a^ 

{x,  Q  =  l,2,  ...,r;     X,  0=1,  2,  ...,  s) 
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in  ihrer  Gesamtheit  miteinander  übereinstimmen, 

wenn  also  zu  jedem   Indexpaare  x,  l  ein  anderes 

Indexpaar  q,  o  gefunden  werden  kann,  für  das  die 

Gleichung  besteht 

(Ha)  a,,h).  =  'b„af,  . 

Wir  schreiben  dies  kurz 

GH^HG, 

wobei  die  Elemente  a  und  b ,  die  links  aus  G  und  H  ent- 
nommen sind,  mit  den  rechts  entnommenen  nicht  über- 
einzustimmen braueheu. 

Wir  untersuchen  die  Gruppe,  die  aus  zwei  vertausch- 
baren Gruppen  gebildet  wird, 

K  =  {G,  B)  . 

Die  Ordnungen  von  G  und  K  seien  r  und  s  .  Die  Ope- 
ratoren von  K  sind  von  der  Form  ay_  &;.  a^  h^.  .  .  .  Diese 
Form  reduziert  sich  durch  fortgesetzte  Verwendung  von  (11  a) 
auf  die  Form  a^  &;.  oder  ebenso  auch  auf  &;.  üy, .  Folglich 
hat  K  höchstens  die  Ordnung  r-s.  Es  fragt  sich,  wenn 
man  die  Ordnung  genau  bestimmen  will,  ob  und  unter 
welchen  Bedingungen  eine  Gleichung  der  Gestalt 

(12)  tty. &A  =  tta &v  (y.  ^  ju;     A^  v) 

bestehen  kann.  Aus  ihr  würde  folgen  a;;  ^  a„  =  &;  &,7 ' , 
d.  h.  wir  hätten  einen  Operator,  der  sowohl  G  wie  H  an- 
gehört und  der  dabei  von  der  Einheit  verschieden  ist. 
Er  gehört  zu  (§  22,  S.  35) 

}G,  H{  =  [c,,c.^,Cs,...,  Ct]  , 

dem  größten  gemeinsamen  Teiler  von  G  und  S.  Setzen 
wir  also  a~^a^^  =  &;.  ^J"^  "^  ^i? '  ^^  ergibt  sich  daraus 

(13)  %  =  a,.c^,     K-c-H,  (i?=l,  2,  3,  ...  0. 

Und  aus  diesen  Gleichungen  folgt  umgekehrt  (12).  Es 
sind  also  alle  durch  (13)  bestimmten  a„ ,  by  von  der  Art, 
daß  sie  (12)  befriedigen;  daher  sind  je  i  Operatoren  a^b;, 
einander  gleich  und  nur  so  viele.  Sind  G  und  H  mit- 
einander vertauschbar,  und  haben  G,  H,  }G,  H{  die 

T  *  S 

Ordnungen  r,  s ,  t ,  so   hat  {G,  H}   die  Ordnung  —— . 

z 
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Wir  bemerken  noch  folgendes  über  die  Arten  der 
Vertauschbarkeit ,  die  bei  zwei  Gruppen  M  und  N  auf- 
treten  kann. 

Wir  setzen 

31  =  K  j  '%  ,  ^hi  •■■]  j     -^  ^  [ni  ,  th  »  ^3  ?  ■  •  •]  • 

Sind  M  und  N  miteinander  vertauschbar,  d.  h,  ist  jedes 
Produkt  rriaifiß  auch  in  der  Form  WyWj  darstellbar,  so 
schreiben  wir 

MN  =  NM     oder     M  NM  =  M  ~  ^N3I  =  N . 

Ist  M  dagegen  mit  allen  Operatoren  von  N  vertausch- 
bar, d.  h.  ist  jedes  n^^nißn^  gleich  einem  m^,  also  m^n^ 
^  ria  Wy ,  so  schreiben  wir 

31  N  =  N3I     oder     N-  ^  31  N  =  31 ; 

der  Strich  über  dem  Gruppensymbol  N  soll  andeuten, 
daß  der  gleiche  Operator  der  Gruppe  N  zu  nehmen  ist. 
Ist  endlich  jeder  Operator  von  31  mit  jedem  von  N 
vertauschbar,  d.  h,  ist  jedes  mariß  gleich  n^via,  so 
schreiben  wir  mit  Beibehaltung  der  gleichen  Bedeutung 

MN  =  NM     oder     N-^MN=^M. 

§  41.  Wir  heben  noch  das  Theorem  hervor:  Sind 
31  und  N  teilerfremde  Gruppen,  also  }3I,  iV{=l, 
und  ist  31  mit  allen  Operatoren  von  N  und  N  mit 
allen  von  31  vertauschbar,  so  ist  jeder  Operator 
von  31  mit  jedem  von  N  vertauschbar. 

In  der  Tat  folgt  aus  der  Voraussetzung 

m- '  nj^  m^  iiß  -  (w" ^  w^t  '  m„)  n^  =  n^nß  =  n, 

so  daß  der  linksstehende  Operator  sowohl  zu  31  wie  zu  JV 
gehört,  und  da  Jf ,  iV  teilerfremd  sind,  nur  gleich  1  sein 
kann.     Aus  diesem  Eesultate 


'         "^ß      ""a.  '"ß 


m^'Tio'  m^  n. 


ergibt  sich  dann  m^  tiß  =  UßVig^ ;  und  damit  ist  die  Eichtig- 
keit  des  Satzes  nachgewiesen. 
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In  diesem  Falle  ist  wegen  )M ,  N{  =  1  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  von  31  und  N 

(14)  [M,  N)  =  [m^nii]  -=  [w^m«]  ; 

also  wird  die  Ordnung  von  {M ,  N}  gleich  dem  Produkte 
der  Ordnungen  von  31  und  N.  Wii'  nennen,  wenn  (14) 
gilt,  die  Gruppe  {31,  N}  das  direkte  Produkt  der 
Gruppen  31  und  N;  auch  bei  mehreren  Gruppen  31,  N, 
P,  .  . .  soll  die  gleiche  Bezeichnung  gelten. 

Diese  Bildung  direkter  Produkte  tritt  bei  Substitu- 
tionengruppen stets  dann  auf,  wenn  die  Gruppen  keine 
gemeinsamen  Elemente  besitzen;  das  ist  offenbar  ein  be- 
sonderer Fall  des  eben  Besprochenen. 

§  42.  Über  vertauschbare  Gruppen  beweisen  wir 
den  folgenden  Satz:  Ist  eine  Gruppe  G  mit  allen 
Operatoren  einer  Gruppe  E  vertauschbar,  so  daß 
also  die  Gleichungen 

H-'GH  =  G,     d.h.    h-'g^h^^g., 

gelten,  dann  enthält  das  kleinste  gemeinsame  Viel- 
fache {G,  H)  der  beiden  Gruppen  G  und  H  die 
Gruppe  G  als  selbstkonjugierten  Teiler. 

In  der  Tat  folgt  aus  der  Annahme  der  Vertausch- 
barkeit von  G  und  H  zunächst,  daß  jeder  Operator 
von  {G,  H}  auf  die  einfache  Form  eines  Produktes  g^lh 
gebracht  werden  kann  (§  40),  und  daraus  ergibt  sich 
weiter 

{GTH}-'  g,  {G;H}  =  {g„  K)-'g_^  (g^  K) 

d.  h.   die  Transformierte  jedes  Operators  von  G    gehört 
wieder  zu  G.     Damit  ist  der  aufgestellte  Satz   bewiesen. 
Ein  besonderer  FaU   hiervon  ist    der,    daß  H  =  {h} 
wird,  also  G  mit  Ji  vertauschbar  ist.     Dann  hat  man 

Ist  h'^  Gh  =  G,  so  wird  G  ein  selbstkonjugierter 
Teiler  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  {G,  h) 
von  G  und  h . 
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§  43.  G  sei  eine  zusammengesetzte  Gruppe  der  Ord- 
nung r,  und  J  eine  Untergruppe  der  Ordnung  i  vonö,  deren 
Zwiscliengruppe  mit  G  zusammenfällt;  also  J  ein  selbst- 
konjugierter Teiler  von  G.  Wir  haben  dann,  wenn  g^  einen 
beliebigen  Operator  von  G  bedeutet, 

G-iJG  =  J     oder     g-^Jg^  =  J 
und 

gaJ  =^  Jg«  ' 

Nun  bilden  wir  die  Nebenkomplexe  von  J  in  G  und 
zerlegen  G  in  die  vSummanden 

G  =  J+g,J+g,J+...  +  g,J 

=  J+Jg2-\-Jg3-r----\-Jgu       {t-u  =  r) 

=  Jl  +  J,  -f  J3  + . . .  +  J, , 

wobei  wir  J^J^  und  Jg^^  ^  g^J  =  J^  setzen.  Gehört 
das  Produkt  goi.gß  dem  Komplex  g^J  an,  dann  ist 

{<accJ)  (gßJ)  =  9aüßJJ  =  9«9ßJ  =  gyJ  , 

d.  h.  das  Produkt  von  J«  und  Jß  bestimmt  sich  durch 
die  Gleichung 

Jix  Jß  =  Jy     entsprechend    g^  g^  ^  g^.  i^,  , 

wobei  if,  irgend  ein  der  Gruppe  J  entnommener  Operator  ist. 
Machen  wir  Ji  ,  J-i  ,  J3  i  . .  . ,  J„  zu  Operatoren,  deren 
Komposition  durch  die  soeben  abgeleitete  Gleichung  ge- 
geben wird,  so  erhalten  wir  dadurch  eine  Gruppe  /'  der 
Ordnung  u ,  zu  der  G  in  f-stufigem  Isomorphismus  steht. 
Dabei  entspricht  dem  Operator  J«  in  F  der  Komplex 
der  t  Operatoren  g^^J  aus  G,  und  insbesondere  der  Ein- 
heit in  r  die  Gruppe  J  =  J^  in  G.    Wir  bezeichnen 

r=  GjJ 

und  nennen  T  die  Faktorgruppe  von  G  durch  J.  Das 
Symbol  GjJ  hat  für  uns  nur  eine  Bedeutung,  wenn  J 
selbstkonjugiert  in  G  ist. 

Ist  G  zusammengesetzt,  so  kann  sie  also  als  mehr- 
stufig isomorphe  zu  einer  anderen  /'  dargestellt  werden. 
Steht  umgekehrt  G  in  f- stufigem  Isomorphismus  zu  einer 
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Gruppe  G^ ,  und  entsprechen  dem  Operator  1  in  (t^  die 
t  Operatoren  des  Teilers  J  von  G,  so  ist 

G-KJG   =J, 

da  dies  der  Gleichung 

Gr^-l-Gi  -1 

entspricht.  Daher  ist  J  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  G, 
und  G  ist  zusammengesetzt.  Eine  Gruppe  kann  dann 
und  nur  dann  ^-stufig  isomorph  zu  einer  anderen 
sein,  wenn  sie  einen  selbstkonjugierten  Teiler  der 
Ordnung  t  besitzt. 

§  44.  Die  Einführung  der  Faktorgruppe  r=  GjJ  ver- 
einfacht häufig  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  einer 
Gruppe  G,  indem  diese  sich  zum  Teil  in  solche  zerlegen, 
die  r,  und  in  solche,  die  J  besitzt.  Durch  G  und  J  ist 
r^G'J  eindeutig  bestimmt;  dagegen  liefern  im  all- 
gemeinen r  und  J  die  Gruppe  G  nicht  eindeutig.  Es 
sei  z.  B.,  in  Substitutionen  geschrieben, 

r^[l,(a/>0];     J=[l,(aZ>c),  (ach)], 

so  kann  G  eine  der  beiden  Formen 

Gl  =  [1 ,  {ah c) ,  {a ch) ,  (a b) ,  (bc) ,  [c a)]  ; 

^2  =  [1  ?  {(ibc) ,  (a cb) ,  (de) ,  (ab c)  {d e) ,  {ac b)  [d e)] 

annehmen,  deren  Verschiedenheit  ja  deutlich  zutage  tritt. 
Die  Gruppe  G.2  erläutert  ein  allgemein  gültiges  Bildungs- 
gesetz für  G,  das  darin  beruht,  die  Elemente  von  F  und 
die  von  J  verschieden  anzunehmen  und  dann  das  direkte 
Produkt  beider  Gruppen  zu  bilden. 

§  45.  Unter  den  selbstkonjugierten  Teilern  einer 
Gruppe  G  verdient  ein  besonderer  vorzüglich  Aufmerk- 
samkeit. Das  ist  der,  der  aus  allen  selbstkonjugierten 
Operatoren  der  Gruppe  G  gebildet  wird.  Nennen  wir 
diesen  Teiler  H ,  so  ist 

G-^HG  =  H     oder     HG  =  GH. 

Zu  den  selbstkonjugierten  Operatoren  gehört  stets  der 
Einheitsoperator.  In  §  39,  S.  56  haben  wir  die  Existenz 
von  mindestens  (j)  —  1)  von  der  Einheit  verschiedenen, 
selbstkonjugierten  Operatoren  in  jeder  Gruppe  der  Prim- 
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zalilpotenzorduung  p^  nachgewiesen.  So  ist  in  der  Snb- 
stitutioneugruppe  der  Ordnung  8 

G  =  [l,  {ab),  (cd),  (ab)  (cd) ,  (ac)  (bd) ,  (ad)  {b  c) , 
(acbd) ,  (adb c)] 

außer  der  1  noch  (a  &)  (c  d)  von  der  besprochenen  Eigenschaft 

G-^ -{ab)  {cd) 'G^  (ab)  {cd)  . 

Bei  den  in  §  35,  S,  52  erwähnten  Abelschen  oder  ver- 
tauschbaren Gruppen  fällt  die  Gruppe  H  der  selbstkonju- 
gierten Operatoren  mit  der  gesamten  Gruppe  G  selbst  zu- 
sammen. 

Mit  solchen  Gruppen  H  beschäftigt  sich  der  folgende, 
für  spätere  Zwecke  wichtige  Satz. 

Die  Gruppe  H  der  Ordnung  s  sei  ein  Teiler 
von  der  Gruppe  G  der  Ordnung  r  =  s  -t;  H  enthalte 
nur  selbstkonjugierte  Operatoren  von  G;  t  und  s 
seien  teilerfremd.  G  ist  s-stufig  isomorph  zur 
Faktorgruppe  F  =  G/H ;  die  Ordnung  von  F  ist 
also  t.  Dann  entspricht  jedem  Operator  aus  F 
genau  ein  Operator  gleicher  Ordnung  aus  G;  und 
umgekehrt  entspricht  jedem  Operator  ausö,  dessen 
Ordnung  ein  Teiler  von  t  ist,  genau  ein  Operator 
gleicher  Ordnung  aus  F. 

Zerlegt  man  nämlich  G  in  II  und  seine  Nebenkom- 
plexe als  Summanden  (§  24,  S.  36),  so  erhält  man  die 
Gleichung 

ö  =  fl-  +  feg  H  +  A;3  fl"  +  .  . .  +  fc«  fl-  +  .  . .  +  7c,  fl" . 

Hieraus  leiten  wir  zunächst  eine  solche  Zerlegung  von  G  her 

G  =  H  +  l,H  +  l,B-\-  ...-\-l,H  +  ...  +  l,H, 

daß  die  Operatoren  h,  1,  ,  .  .  . ,  l^  sämtlich  zu  Ordnungen 
nur  Teiler  von  t  haben.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir 
nach  §  15,  S.  19  jedes  der  fc«  durch  ein  Produkt  Tc^  =  Z«  co« , 
in  welchem  die  Ordnung  von  Z«  ein  Teiler  von  t  und  die 
von  ü)oc  ein  Teiler  von  s  wird.  Das  ist  auf  eine  einzige  Art 
möglich  (1.  c).  Nun  betrachten  wir  die  Gruppe  {cü„  ,  H} ; 
ihre  Ordnung  wird  gefunden,  indem  man  (§  40)  das  Produkt 
der  Ordnungen  von  co^c  und  von  H  durch  die  Ordnung 
von  }cOa,,  H{  dividiert;  denn  da  iT  in  tr  selbstkonjugiert 
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ist,  SO  wird  coc,  mit  H  vertauschbar.  Die  Ordnungen  von 
H,  coa: ,  }oiix,  3{  siud  zu  t  teilerfremd.  Ist  }cüa,  H{  nicht 
=  H,  d.  h.  kommt  oj^,  nicht  in  H  vor,  dann  ist  die  Ordnung 
von  }cOa  ,  S{  kleiner  als  die  von  a>«  ,  also  die  von  (o)«  ,  H} 
größer  als  die  von  E,  d.  h.  >s  und  teilerfremd  zu  t. 
Das  ist  unmöglich,  da  das  Multiplum  G  von  {H ,  co«)  die 
Ordnung  r  =  S't  hat,  also  die  Ordnung  von  {H ,  Wa}  ein 
Teiler  von  s-t  sein  muß.  Folglich  ist  co«  in  H  enthalten; 
man  hat  demnach 

CL>:(H  =  H     und     hacH  =  laS  . 
Wie  verlangt  war,   geht  daher  die  erste  Form  der  Zer- 
legung von  G  in  die  angegebene  zweite  über. 

I^un  greifen  wir  aus  /'=  GjH  einen  Operator  y^  heraus; 
seine  Ordnung  sei  u ,  d.  h. 

fo  =  1  0*  min)  ; 

dabei  ist  u  ein  Teiler  von  t .  Diesem  Operator  Yq  ent- 
spricht in  G  ein  Komplex  IqH;  und  da  H  mit  Zo  ver- 
tauschbar ist  (§  15),  dem  y'^  =  1  der  Komplex  l'oH;  der  muß 
folglich  =H  sein,  daher  Z^'  =  1 ;  d.  h.  die  Ordnung  von  l^, 
ist  ein  Teiler  von  u .  Ist  diese  Ordnung  von  ?„  gleich  v , 
so  folgt  aus  ?o  =  1  wegen  des  Isomorphismus  y"^  =  1;  d.h.  die 
Ordnung  von  y^J  ist  ein  Teiler  von  v  .  Also  stimmen  /„  und  Z,, 
in  ihren  Ordnungen  überein.  Ferner  sieht  man  leicht,  daß 
alle  anderen  Operatoren  l^,  li^  aus  l^f  H  höhere  Ordnungen 
haben  als  l^^ ;  denn  Z„  ist  mit  jedem  Operator  von  E  ver- 
tauschbar, also  die  Ordnung  jedes  l^^ha,  gleich  dem  Pro- 
dukte der  Ordnungen  von  Iq  und  von  Jia ,  da  die  ja  teiler- 
frerad  zueinander  sind. 

Umgekehrt  sei  ein  Operator  von  G  gegeben,  dessen 
Ordnung  ein  Teiler  von  t  ist.  Aus  dem  eben  Bewiesenen 
folgt,  daß  es  nur  einer  der  Reihe  1 ,  h  ,  l^  ,  .  .  . ,  Z« ,  .  .  . ,  li 
sein  kann.  Das  ihm  isomorph  entsprechende  y  hat,  wie 
gezeigt  wurde,  die  gleiche  Ordnung  wie  das  l .  Damit  ist 
der  behauptete  Satz  in  vollem  Umfange  bewiesen. 

§  46.  Ist  r  =  GjE  die  Faktorgruppe  von  G  in  bezug 
auf  einen  zu  G  selbstkonjugierten  Teiler  E ,  so  ist  auch 
r  =  z^  Gt't-^  E T  ,  wo  T  einen  ganz  beliebigen  Operator 
bedeutet.  In  der  Tat,  erzeugt  man  die  Faktorgruppe  GjE 
aus  der  Zerlegung 

G  =  E-^g,E+...+g„E  , 
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SO  ergibt  sieb  t^GtIt-^ H t  aus  der  entsprecbenden  Glei- 
chung 

und  ist  in  der  ersten 

9cc  9ß  =  9y  , 
so  ist 

in  der  zweiten;  also  haben  beide  die  gleiche  Konstitution, 
d.  h.  sie  sind  als  abstrakte  Gruppen  identisch. 


5.  Kapitel. 

Zusammengesetzte  Gruppen. 

§  47.  Zusammengesetzte  Gruppen  haben  wir 
§  37,  S.  54  solche  Gruppen  genannt,  die  einen  von  1  ver- 
schiedenen selbstkonjugierten  Teiler  niederer  Ordnung  be- 
sitzen. Gruppen,  die  nicht  zusammengesetzt  sind,  heißen 
einfache  Gruppen  (1.  c).  Wir  wollen  eine  Eeihe  von 
Sätzen  über  zusammengesetzte  Gruppen  angeben. 

I.  Ist  K^  ein  eigentlicher  Teiler  der  Gruppe  G 
und  umfaßt  der  Transformationskomplex  (§  38) 


Kl,  Ko,  K^,  . .  . ,  E 


alle  zu  Kl  konjugierten  Gruppen  in  G,  so  ist  ihr 
größter  gemeinsamer  Teiler 

H^}Ki,K,,K,,  ...,K,{ 

selbstkonjugiert  in  G;  und  G  ist,  falls  H  nicht  mit 
dem  Einheitsoperator  zusammenfällt,  eine  zu- 
sammengesetzte Gruppe. 

II.  Sind  H  und  K  selbstkonjugierte  Teiler 
von  G,   so  ist  auch  {H,  K}  selbstkonjugiert  in  G. 

III.  Sind  H  und  K  selbstkonjugierte  Teiler 
von  ö,   so  ist  auch  }H,  K{  selbstkonjugiert  in  G. 

IV.  Sind  zwei  Gruppen  einstufig  isomorph,  so 
sind  sie  gleichzeitig  zusammengesetzt  oder  gleich- 
zeitig einfach. 
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Die  Beweise  für  diese  vier  einfachen  Sätze  dürfen 
wir  übergehen. 

§  48.  Ist  H  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  G, 
derart,  daß  kein  eigentliches  Vielfaches  von  fl",  außer  G 
selbst,  in  G  selbstkonjugiert  ist,  so  nennen  wir  B  einen 
selbstkonjugierten  Maximalteiler  von  G. 

V.  Ist  fl"  ein  selbstkonjugierter  Maximalteiler 
von  G  und  ist  r=GH  die  zugehörige  Faktor- 
gruppe, so  ist  r  eine  einfache  Gruppe.  Wäre  nämlich 
r  zusammengesetzt,  so  gäbe  es  in  F  einen  echten,  von  1 
verschiedenen  Teiler  A  ,  für  den 

wird.  Der  Gruppe  J  entspräche  dann  in  G  eine  Gruppe  D  , 
die  H  als  Teiler  hat  (§  30,  S.  45)   und  die  die  Gleichung 

G-^DG=D  {G>D>H) 

befriedigt.  Danach  wäre  aber  E  kein  selbstkonjugierter 
Maximalteiler.  (Die  Bezeichung  G>  D  ist  selbstverständ- 
lich.) 

VI.  Ist  H  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  G 
und  ist  r=G/H  eine  einfache  Gruppe,  so  ist  H 
ein  selbstkonjugierter  Maximalteiler  von  G.  In 
der  Tat,  wäre  dies  nicht  so,  dann  gäbe  es  einen  Teiler  D 
von  G,  der  H  enthielte  und  selbstkonjugiert  in  G  wäre. 
Dem  D  entspräche  ein  von  1  und  F  verschiedener  selbst- 
konjugierter Teiler  J  von  F,  und  F  wäre  somit  nicht 
einfach. 

VII.  Sind  zwei  Gruppen  einstufig  isomorph, 
so  entspricht  jedem  selbstkonjugierten  Maximal- 
teiler der  einen  von  beiden  ein  ebensolcher  der 
anderen  Gruppe. 

Der  Beweis  hierfür  ist  ersichtlich. 

§  49.  Ist  H  ein  selbstkoujugierter  Teiler  von  G, 
und  sind  K  und  K'  zwei  andere  selbstkoujugierte 
Teiler  von  G,  die  in  H  enthalten  sind,  derart,  daß 
H  keinen  echten  Teiler  besitzt,  der  ein  echtes 
Vielfaches  von  E  und  auch  selbstkonjugiert  in  G 
wäre;  und  ebensowenig  einen  echten  Teiler,  der 
ein  echtes  Vielfaches  von  K'  und  selbstkonjugiert 
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in  G  wäre;  und  ist  endlich  L  =  }K ,  K'{,  so  sind  die 
Faktorgnippen 

HE,  K'jL     und  ebenso     H;K',  KIL 

einstufig  isomorph  zueinander. 

Aus  II,  §  47,  folgt,  daß  {K,  K')  selbstkonjugiert  in  G 
ist;  ferner  ist  {K ,  E'}  in  H  enthalten  und  umfaßt  5^;  also 
liefert  die  Voraussetzung  als  erstes  Eesultat  {K,  K')  =  fl". 
Da  ferner  K  und  K'  selbstkonjugiert  in  G  sind,  so  sind 
sie  miteinander  vertauschbar;  man  kann  also  §  40,  S.  57 
in  Anwendung  bringen.  Bezeichnen  wir  dazu  mit  s,  s'; 
t,  u  die  Ordnungen  von  bzw.  K,  K';  H,  L,  so  gelten  die 
Gleichungen 

(1)  «--;     -  =  -;     -  =  -■ 

u  s        u         s         u 

Wir  setzen  s:u  =  v  und  geben  weiter  für  die  drei  Gruppen. 
K ,  E',  L  die  Bezeichnung  ihrer  Operatoren  durch 

iL  =  [/tj ,  A.'2  ,  .  .  . ,  Ks\  ,     E  ==  [kl ,  k2 ,  .  •  . ,  Kg'l  ; 
i  =  [?,,/,,  ...,/„]. 

Aus  III,  §47,  folgt,  daß  mit  Z  und  £' auch  }E,  E'{=L 
selbstkonjugiert  in  G  ist.     Man  hat  daher 

EK  =  KK;     E'-k^  =  KE'; 

LTcgc  ^=  TisiL  ;       L  fc«  =  A'^  X  . 

Wir  zerlegen  nun  E  in  L  und  seine  JS'ebenkomplexe 
als  Summanden 

(3)  E  ==  L  +  ko  L  -{-  h^  L  +  .  .  .  +  Tc,L  . 

Ebenso  wollen  wir  H  in  E'  und  seine  ]Sr ebenkomplexe 
zerlegen.  Als  erster  Summand  tritt  dabei  E'  auf.  Als 
zweiten  Summanden  können  wir  Zca  E'  annehmen.  Denn 
ko  gehört  wegen  (3)  zu  E ;  gehörte  es  auch  zu  E', 
dann  auch  zu  i  =  }E,  E'{,  was  aber  gegen  die  Bildung 
von  (3)  verstoßen  würde.  Als  dritten  Summanden  dürfen 
wir  ^3  E'  annehmen.  Denn  nach  den  eben  gemachten 
Schlüssen  gehört  ko;  nicht  zu  E',  aber  ebensowenig  zu  k^E', 
weil  aus  k^  =  ko  k^  folgen  würde  Ä;^^  k.^  =  k'^,  und,  da  die 
Faktoren  der  linken  Seite  zu  E  gehören,  so  wäre 
^2^  ^*3  =  hj  ^-  ^-  ^"3  =  ^"2  h  j  ^^^  wieder  gegen  die  Bildung 
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von  (3)  verstieße.  —  So  kann  man  weitergehen  und  jedem 
Summanden  A;«X  der  Zerlegung  von  K  in  (3)  einen  ent- 
sprechenden fc«X'  der  Zerlegung  von  H  zuordnen.  Weil 
KIL  und  HjK'  gleiche  Ordnungen  haben,  s:u  =  t:s'=  v  , 
so  wird  schließlich 

(4)  H  =  K'+h,K'+Jc^K'+  ...  +Tc„K\ 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  bestimmen  die  Faktor- 
gruppen  E/L  und  HjK'\  und  diese  sind  einstufig  isomorph, 
da  man  wegen  (2)  hat 

Tc^L  -hßL  =  JcoilcßL  ;     Tc^K''  JcßK'=  Jca  kßK'. 

Genau  auf  dem  gleichen  Wege  wird  der  Isomorphismus 
von  E'i'L  und  H/K  nachgewiesen. 

§  50.  Sind  K  und  K'  zwei  selbstkonjugierte 
Maximalteiler  der  Gruppe  H,  und  ist  L  =  }K,  K'{, 
so  sind  die  Faktorengruppen 

H/K,  K'IL     und  ebenso     HjK',  EjL 

einstufig  isomorph;  L  ist  ein  selbstkonjugierter 
Maximalteiler  von  K  und  von  K'. 

Der  erste  Teil  des  Satzes  folgt  aus  dem  Theoreme  des 
vorigen  Paragraphen  für  G  =  H  als  besonderer  Fall ;  der 
letzte  Teil  ergibt  sich  aus  dem  Umstände,  daß  nach  V,  §  48, 
zunächst  HjK  und  HjK^  einfach  sind,  daß  dann  nach  IV 
auch  KjL  und  E'jL  einfache  Gruppen  werden,  und  endlich 
nach  VI,  daß  L  selbstkonjugierter  Maximalteiler  sowohl 
von  E  wie  von  E^  wird. 

§  51.  Es  sei  G  eine  abstrakte  zusammengesetzte 
Gruppe  und  G^  einer  ihrer  selbstkonjugierten 
Maximalteiler;  ög  sei  ein  selbstkonjugierter 
Maximalteiler  von  G^,  ferner  G.^  von  öo  usw.  Dann 
heißt  die  Reihe  der  Gruppen,  die  mit  der  Einheit 
endet 

(5)  ö,  Gj,  (?2 ,  6^3 ,  . .  .,  G^-i,  öp  =  1 

{Ga  habe  die  Ordnung  r«)? 

eine  Kompositionsreihe  oder  eine  Zusammen- 
setzungsreihe von  G;  die  Faktorgruppen 

(6)  <^IGi,  G1IG2,  G^jG^,  ...,  G'^-i/öp  =  ö^_i 
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heißen  Kompositionsfaktoren  und  ihre  Ordnungen 

heißen  Zahlfaktoren  der  Komposition. 

Möglicherweise  gibt  es  für  G  oder  für  eins  der  fol- 
genden Glieder  aus  (5)  mehrere  selbstkonjugierte  Maximal- 
teiler. Dann  ist  die  Kompositionsreihe  nicht  eindeutig 
bestimmt,  sondern  es  gibt  verschiedene  Aufstellungen  (5), 
(6),  (7).  Wir  untersuchen,  um  die  invarianten  Eigenschaften 
der  Zusammensetzungsreihen  kennen  zu  lernen,  zunächst 
den  Fall,  daß  G  zwei  selbstkonjugierte  Maximalteiler  G^ 
und  G[  besitzt.  Dadurch  kommen  wir  auf  den  im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Fall;  somit  ist  X  =  )G'i,öi'{ 
ein  selbstkonjugierter  Maximalteiler  sowohl  von  G-^  wie 
von  G[ .  Man  kann  daher  zwei  Kompositionsreihen  für  G 
herstellen,  deren  erste  Glieder  durch 

G,  (?i,  L,  Jf,  ...;     bzw.     G,  G[,  X,  ilf,  ... 

gegeben  sind,  und  die  von  L  ab  übereinstimmen.  Sie 
haben  die  Kompositionsfaktoren 

G\G^  ;  G^\L  ;  L\M ;   .  .  .  ;      bzw.      G\G[ ;  G[lL  ;  L[M  ;  .  .  . 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  stimmen  diese  beiden 
Eeihen  von  Gruppen  bis  auf  die  Folge  der  beiden  ersten 
Faktorgruppen  überein. 

,  §52.    Sind  nun  für  (r  zwei  verschiedene  Kompositions- 
reihen vorhanden,  etwa 

(5)  (t  ,  öl ,  (t2  ,  (t3  ,  .  .  . ,  G'^  =  1  , 

(5a)  G,  G[,  G^,  G',,  ...,  (?^  =  1, 

so  läßt  sich  nachweisen,  daß  ihre  Kompositionsfaktoren 
bis  auf  die  Folge  übereinstimmen.  Wir  nehmen  an,  daß 
dieser  Satz  für  alle  Gruppen  G  richtig  sei,  deren  Ordnung 
<r  ist;  daraus  soll  er  für  Gruppen  der  Ordnung  r  be- 
wiesen werden. 

Ist  zunächst  G^  =  G[ ,  so  sehen  wir  von  G  ab  und 
lassen  (5)  und  (5a)  mit  G^  =  G[  beginnen;  dafür  ist  der 
Satz  der  Annahme  nach  richtig;  also  auch  für  (5)  und  (5a) 
selber. 
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Ist  dagegen  G^  ={=  Gi ,  so  schieben  wir  zwischen  (5) 
und  (5  a)  zwei  Kompositionsreihen  ein 

(6)  G,  G„  }G„  Gi{,  E,  J,  ..., 

(6a)  G,  Gi,  }G„  Gi{,  E,  J,  ..., 

die  sich  nur  in  ihren  zweiten  Gliedern  unterscheiden.  Ihre 
Existenz  ist  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  worden.  Von 
ihnen  gilt  wegen  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen 
der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Kompositionsfaktoren. 
Er  gilt  aber  auch  von  (5)  und  (6),  und  ebenso  von  (5  a) 
und  (6  a);  also  allgemein  von  (5)  und  (5  a),  wenn  er  für 
kleinere  Werte  von  r  gilt.  Der  kleinstmögliche  Wert  für  r, 
bei  dem  verschiedene  Kompositionsreihen  auftreten  können, 
ist  r  =  4  bei  nichtzyklischen,  also  Vierergruppen.  Wir 
haben  dafür 

ö  =  [1 ,  (x^x,)  {x^  x^) ,  (x^x^)  {x,  x^) ,  (x^x^)  (x^  x^)] 

und  können  bei  der  Bildung  der  Kompositionsreihe  drei 
verschiedene  selbstkonjugierte  Maximalteiler  auf  G  folgen 
lassen,  nämlich,  wenn  wir 

9i  =  i^i  Xo)  {X3  oc^)  ;  gi  =  (^1  a-g)  (^2  «"4)  :  9i  =  (^a  ^4)  (-^2  «"a) 
setzen,  die  drei  Gruppen  zweiter  Ordnung 

G,  =  [l,9,],     ö(=[l,öf(],     Gi'  =  [l,gn. 
So  haben  wir  die   drei  Kompositionsreihen  für  G 
(?,  (?i,  1  ;     G,  G[,  1;     G^.  G{%  1  , 

und  von  ihnen  gilt  das  Theorem.  Damit  ist  bewiesen: 
Besitzt  eine  Gruppe  mehrere  Kompositions- 
reihen, so  stimmen  diese  in  ihren  Kompositions- 
faktoren, also  insbesondere  auch  in  deren  Zahl- 
faktoren überein,  abgesehen  von  der  Aufeinander- 
folge. 

§  53.  Ist  M  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  G, 
ferner  N  ein  solcher  von  M  usw.,  so  kann  man  eine 
Kompositionsreihe  von  G  herstellen,  die  M ,  N,  .  . . 
unter  ihren  Gliedern  hat.  Ist  nämlich  M  ein  selbst- 
konjugierter Maximalteüer  von  G,  so  kann  man  die 
Kompositionsreihe  sofort  mit  den  beiden  Gliedern  G,  M 
beginnen.     Ist  M  dagegen  kein  Maximalteiler  von  G,   so 
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gibt  es  einen  solchen  H  unter  den  Vielfachen  von  M. 
Wir  beginnen  die  Kompositionsreihe  mit  G,  H  und  wenden 
auf  H  und  31  dieselben  Überlegungen  an.  So  gelangt  man 
mit  M  zum  Ziele.  I^  wird  dann  auf  gleiche  Weise  mit  M 
in  Beziehung  gesetzt,  wie  dies  mit  G  und  mit  31  geschah ;  usf. 
§  54.    Wir  gehen  von  der  Kompositionsreihe 

G,  G^,  G., ,  Ö3 ,  .  .  . ,  G^  =1 

der  Gruppe  G  aus.  Ferner  sei  H  ein  beliebiger  Teiler 
von  G.     Mit  ihm  bilden  wir  die  Eeihe  der  Gruppen 

}G,H{  =  H,     }G„H{  =  H,,     }G,,H{  =  H,,     ... 

Es  ist  5"«+!  für  ix  =  0,l,...,Q—lmHcc  selbstkonjugiert. 
Um  dies  zu  beweisen,  reicht  es  aus,  zu  zeigen,  daß 

^;'^«+i^«  =  ö«+i     nnd     H-'HH,  =  H 

ist.  Dann  ist  auch  ^Goc+i,  H{  =  Ha+i  mit  den  Operatoren 
von  Ha  vertauschbar.  Beides  ist  ersichtlich.  Es  folgt  aus 
den  beiden  Gleichungen 

G;'0,^,G„=^G,^,     und     H-'HH  =  H, 

sobald  man  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  für  G^ 
den  Teiler  H^  und  in  der  zweiten  für  E  den  Teiler  Hg, 
setzt,  was  offenbar  angeht. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  kann  man  also  eine 
Kompositionsreihe  von  H  konstruieren,  die  unter  ihren 
Gliedern  H^,  H2 ,  •  •  • ,  H^)  enthält. 

Der  Annahme  nach  enthält  G  die  Gruppe  H  als  Teiler. 
Nun  möge  in  der  Eeihe  G ,  G^ ,  G.^ ,  ■  ■  . ,  Gg  =  1  das  Glied  Gy 
das  letzte  sein,  das  noch  H  enthält,  so  daß  man  hat 

}Gr ,  H{  =  H,.  =\H  ,     aber     )  ö,+i ,  H{  =  H,+  i  <  H  . 

Da  die  Natur  der  Eeihe  (5),  §  51  die  Gleichung 

Gy^Gy  +  lGy    =    ^v  +  1 

ergibt,  so  folgt  wegen  H  <  Gy 

H~^  Gf+i  H  =  Gy+i  . 

Hiernach  ist  Gy+i  mit  H  vertauschbar,  also  die  Ord- 
nung 7on  {Gy+i,  H}  gleich  dem  Produkte  der  Ordnungen 


Zusammengesetzte  Gruppen.  71 

von  Gy+x  und  von  B,  dividiert  durch  die  Ordnung  von 
)öv+i ,  -S"{  = -ffr-ri .  Die  Ordnungen  von  ö,, ,  Gy+i  seien 
wie  oben,  §  51,  mit  >v  bzw.  r,.+i  bezeichnet,  die  von  JBT,  Hy+i 
mit  Ä. ,  Äv+i;   dann  ist  die  Ordnung  von  (öv+i,  -ff)  gleich 

^^.     Nun  ist  (ö,+i,  B")  ein  Teuer  von  {G, ,  H}  =  H. 

Mithin  ist  die  Ordnung  der  letzten  Gruppe  ein  Vielfaches 
der  Ordnung  der  ersten,  etwa  das  ;< -fache, 

Jiry+l  Vy  li 

Ty  =  — T  •  H  \  =  7  •  /i  . 

fly+l  Ty+l  Hy  +  l 

Demnach  ist  der  Zahlenfaktor  der  Zusammensetzung,  der 
zur  Faktorgruppe  fi'fl^y+i  =  Hy:Hy+i  gehört,  ein  Teiler  des 
Zahlenfaktors,  der  zu  GyjGy+i  gehört. 

Ebenso  wie  wir  mit  H  verfuhren,  können  wir  jetzt 
auch  mit  -ff,.+i  verfahren,  weil  von  R  nur  vorausgesetzt 
war,  es  sei  ein  Teiler  von  G.     Dadurch  erkennt  man: 

Die  Zahlfaktoren  der  Zusammensetzung  von  G 
sind  Vielfache  derjenigen,  die  zu  jedem  Teiler  R 
von  G  gehören. 

§  55.  In  der  Kompositionsreihe  von  G  ist,  der  De- 
finition gemäß,  jedes  der  Glieder  in  dem  unmittelbar 
voraufgehenden  selbstkonjugiert  enthalten.  Dabei  ist  es 
möglich,  daß  außer  dem  zweiten  Eeihengliede  auch  noch 
spätere  selbstkonjugiert  in  G  selber  sind,  wie  dies  bei  dem 
letzten  Gliede,  dem  Einheitsoperator,  ja  sicher  der  Fall 
ist.  Die  Glieder  der  Kompositionsreihe,  bei  denen  dies 
eintritt,  heben  wir  heraus  zu  einer  neuen  Eeihe. 

Wir  bilden  also  eine  Reihe  von  Gruppen,  die  mit  G 
beginnt  und  mit  der  Einheit  endet 

(7)  G,  R,  J,  K,  ...,  L,  31,  N=l, 

deren  Glieder  R ,  J,  K ,  ...  Maximalteiler  der  unmittelbar 
vorhergehenden  Glieder  und  selbstkonjugiert  im  Anfangs - 
gliede  G  sind.  Die  Bedeutung  des  Ausdruckes  „Maximal- 
teiler" ist  klar.  Die  Eeihe  (7)  nennen  wir  eine  Hauptreihe 
von  G,  Aus  jeder  Hauptreihe  läßt  sich  eine  Kompositions- 
reihe herleiten,  indem  man  nötigenfalls  noch  Glieder  zwischen 
die  der  Hauptreihe  einschaltet.  Das  Umgekehrte,  daß 
man  durch  Unterdrückung  einzelner  Glieder  einer  Kom- 
positionsreihe auf  eine  Hauptreihe  gelangt,  ist  nicht  immer 
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richtig.  Beispielsweise  hat  die  Substitutionengruppe  des 
Grades  4  und  der  Ordnung  8,  die  wir  schon  häufiger  be- 
handelten, 

ö  =  [1 ,  (a?i  Xo) ,  (0-3  x^) ,  {xi  X2)  (ojg  ajj  ,  (x^  x^)  (x.2  x^) , 

(a?! « J  {X2  X3)  ,  {Xi  x^  X2  Xi)  ,  {Xi  x^  x.2  Xs)] 

die  beiden  Kompositionsreihen  aus  je  drei  Gliedern 

Ctj  =  [1 ,  (a?i  x^  X2  x^) ,  [Xi  X2)  [x^  xj  ,  [Xi  x^  X2  x^)\  ; 

(?2  =  [1 ,  {coi  oco)  («3  a?J]  ;     Ö3  =  1 
und 

(?^^[1,  (^ia?2)];     öa'^l. 

Dabei  ist  G',  G^ ,  G2 ,  G^  eine  Hauptreihe ;  aus  der  zweiten 
G,  G[ ,  G2,  G3  läßt  sich  keine  Hauptreihe  herleiten. 

Die  aus  (7)  gebildeten  Faktorgruppen  aufeinander- 
folgender Glieder 

G/H,  HIJ,  JjK,  .  .  .,  LIM,  MIN  =  M 

heißen  Kompositionsfaktoren  der  Hauptreihe,  ihre 
Ordnungen  die  Zahlfaktoren  der  Hauptreihe. 

§  56.  Besitzt  eine  Gruppe  mehrere  Haupt- 
reihen, so  stimmen  diese  in  ihren  Kompositions- 
faktoren, also  insbesondere  auch  in  deren  Zahl- 
faktoren derselben  überein,  abgesehen  von  der 
Aufeinanderfolge.  Der  Beweis  dieses  Satzes  läuft  dem 
des  entsprechenden  Theorems  aus  §  51,  S.  67  völlig  analog; 
er  stützt  sich  auf  das  Hilfstheorem  aus  §  49,  S.  65  in  der 
dort  bewiesenen  allgemeinen  Form.  Da  es  sich  bei  der 
Darstellung  des  Beweises  nur  um  eine,  zum  größten  Teile 
wortgetreue  Wiederholung  handeln  würde,  so  können  wir 
ihn  wohl  übergehen. 

§  57.  Wir  untersuchen  nun  weiter  die  Verhältnisse, 
die  da  eintreten,  wenn  zu  einer  Hauptreihe  eine,  nicht 
mit  ihr  übereinstimmende  Kompositionsreihe  gehört,  wenn 
also  zwischen  zwei  Glieder  der  Hauptreihe  noch  andere 
Glieder  der  Kompositionsreihe  sich  einschieben. 

Das  geschehe  in  der  Hauptreihe  von  G 

(7)  G,  E,  J,  E,  ...,  L,  M,  N=^l 
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etwa  mit  H  und  J,  und  zwar  möge  auf  H  in  der  Kom- 
positionsreihe die  Gruppe  H^  folgen,  die  also  selbst- 
konjugierter Maximalteiler  von  H,  aber  nicht  selbstkonjugiert 
in  G  ist.  Transformiert  man  die  drei  Gruppen  H,  H^,  J 
durch  alle  Operatoren  von  G,  so  entstehen  die  Tripel  von 
Gruppen 

(8)     H,  E^,  J;     E ,  E.2 ,  J',     E,  E^  ,  J;    .  .  .  ;    E ,  Eq,  J, 

y^'O  E^,  Eo ,  E^ ,  .  .  . ,  Eq  alle  zu  E^  konjugierte  Gruppen 
in  G  sind,  also  einen  Transformationskomplex  bilden. 
Jedes  der  Eg,  ist  ein  echtes  Multiplum  von  J  und  ein 
selbstkonjugierter  Maximalteiler  von  E.  Infolge  dieser 
Eigenschaften  können  wir  eine  Kompositionsreihe  von  G 
über  E  durch  jedes  der  E^  bis  J  hin  aufstellen.  Tut 
man  dies  mit  E^,  und  Eß ,  so  kann  man  auf  beide 
Gruppen  als  Glieder  der  Kompositionsreihe  dieselbe  Gruppe 

E,ß  =  )E,,Eß{         {cc,  ß  =  l,  2,  ...,  q) 

folgen  lassen  (§  52,  S.  69).     So  entstehen  die  Eeihen 

(8a)      ...,E,Ec(,  Eaß,  ..',J,  ■'•   und    ...,E,Eß,Eixß,  ...,J, ... 

Ebenso  kann  man  auch  mit  E^  und  Ey  die  Eeihe 

.  .  .  ,    E  ,    Ea,  ,    E^y  ,     .  .  . ,    J,      ... 

bilden.  Vergleicht  man  diese  Kompositionsreihe  mit  der 
ersten  aus  (8  a),  so  erkennt  man,  daß  man  beide  mit  dem 
GHede 

Eaßy  =  }3ciß  ,    Eay{  =  }E g,  ,    Eß  ,    E y{ 

fortsetzen  kann 

(8b)  ...,  E,  Ea,  Eaß,  E^ßy,  ...,  J,  ... 

In  genau  derselben  Weise  können  wir  als  folgendes  Glied 
SixßyS  =  }EcK ,  Eßyd{  =  }Eaß ,  Eys{  =  .  .  . 
=  }Ba  ,  Eß  ,  Ey ,  Es{ 
einführen  usf.,  bis  wir  auf  das  Glied 

Sl,  2,  3,  ...,?  =  )-&!  ,  Bo ,  E^ ,   .  .  . ,  Eg{ 

kommen.  Diese  Gruppe  ist  nach  I,  §  47,  S.  64  selbst- 
konjugiert in  G,  gehört  daher  zur  Hauptreihe,  ist  also 
gleich  J. 
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Nun  wird  nach  §  48,  V.  S.  65 

S ^  M y  =  M  H.)  =  .  .  .  =  SiSq 

und  nach  §  50,  S.  67 

HjH^  =  Ho,  -ff  12  j 
also 

HIHj^  =  HoHyo  =  H^jHi^  =  .  .  . 

=  HiHi.2  =  3^  H.2^  =  .  .  . 

und  ebenso  weiter.  Man  findet  daher  für  voneinander 
verschiedene  Indizes  a. ,  ß ,  y,  d ,  ... 

SjHix^  =  HajHaß  =  Ho(ßHa.ßy  =  K^ßyjKaßyd  =    .  .  . 

Damit  ist  bewiesen:  Stimmt  eine  Hauptreihe  einer 
Gruppe  nicht  mit  einer  zu  ihr  gehörigen  Kompo- 
sitionsreihe überein,  so  liefern  je  zwei  aufeinander- 
folgende, in  der  Hauptreihe  fehlende  Glieder  der 
Kompositionsreihe  der  Gruppe  gleiche  Faktor- 
gruppen der  Komposition  und  insbesondere  auch 
gleiche  Zahlenfaktoren  der  Komposition. 

§  58.     Wir  setzen  jetzt  der  bequemeren  Schreibweise 
halber 

wo  die  q  Indizes  oc ,  ß ,  y ,  .  .  . ,  d ,  e ,  C  ?  •  •  •  bis  auf  ihre 
Anordnung  die  sämtlichen  Zahlen  1 ,  2  ,  3  ,  .  .  . ,  q  dar- 
stellen. Dann  kann  man  eine  Kompositionsreihe  von  G 
über  die  Glieder 

^xß,  H»,  J     oder  auch  über     H«^,   H^,  J 

führen,  wie  aus  dem  vorigen  Paragraphen  ersichtlich  ist. 
H  und  J  sind  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  der 
Hauptreihe,  wie  dort.  Hier  sind  also  H.,  sowie  H^^  selbst- 
konjugierte Maximalteiler  von  H^^ß ,  und  J  ist  ein  solcher 
von  H«  sowie  von  Hß .     Aus  den  Gleichungen 

^äß  ^x  ^aß  =  H^  ,     H~ß  H,j  H^^  =  H^ 
folgt  dann  die  Gleichung 

H«    H^    H^  H^  =  (H~    H^    H J  H^  =  H^  H^  =  H^ 
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also,   da  die  linke  Seite  zu   H«  und  auch   zu   H,j  gehört 
und  demnach  zu  }H^,  Hß{  =  J,  weiter 

H«    H^    H„  H^.  =  J  , 

H«  H^;  =  H^  Ha  t7  =  «/  H^  H«  , 

d.  h.  die  Operatoren  von  H^^  sind  mit  denen  von  H^ 
bis  auf  Operatoren  von  J  vertauschbar. 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  J  das  letzte  Glied  der 
Hauptreihe,  also  J  =  l  wird,  sind  die  Operatoren  jeder 
Gruppe  der  Eeihe  H^ ,  Ho ,  Hg ,  . .  . ,  H^  mit  allen  einer 
jeden  anderen  Gruppe  dieser  Eeihe  vertauschbar.  (Dabei 
brauchen  aber  die  Operatoren  der  einzelnen  Gruppen  unter 
sich  selber  nicht  vertauschbar  zu  sein.)  In  dem  betrach- 
teten Falle,  daß  J  =  1  ist,  haben  nicht  zwei  der  q  Gruppen 
Hl ,  Ho ,  .  . . ,  Hj ,  die  in  der  Kompositionsreihe  der  Einheit 
unmittelbar  voraufgehen,   einen  Operator  gemein,   da  ja 

>H«,  H^(- J  =  l 

wird.  Die  Gruppen  (H« ,  H^}  haben  demnach  (§41,  S.  59) 
die  Eigenschaft,  direkte  Produkte  von  H«  und  Hß  zu  sein. 
Ähnliches  gilt  für  (H^  ,  Hß,  Hy}  =  {Haß ,  Hy}  ;  denn  erstens 
sind  die  Operatoren  von  Hj,  mit  den  Operatoren  von  H^ß 
vertauschbar,  und  zweitens  hat  H^ß  mit  H^  keinen  Ope- 
rator gemein.  Gehören  nämlich  j/« »  Vß  ?  Vy  bzw.  zu  H« , 
H^ ,  Hj, ,  so  folgt  aus  der  Annahme  7]y  =  >;„  ^]ß  sofort 
VxVy  =  V^  Vßf  wobei  rj^  ein  beliebiger  Operator  aus  H« 
und  ?/«•>;«  =  ?;«  ist.  Dann  hätten  H^y  und  H^ß  noch 
Operatoren  gemeinsam,  die  nicht  zu  H«  gehören.  Das 
widerspricht  der  Konstitution  von  Ha  =  }H«^,  H«y(. 
Geht  man  so  weiter,  so  zeigt  es  sich,  daß  die  vorletzte 
Gruppe  H  der  Hauptreihe  das  direkte  Produkt  in  G 
konjugierter  Gruppen  H^,  Ho,  ...,  H^  wird.  Dabei 
kann  q  =  l  werden;  dann  ist  H  eine  einfache 
Gruppe. 

Besonders  übersichtlich  gestalten  sich  die  Verhält- 
nisse, wenn  die  Ordnung  der  Gruppe  H^ ,  also  auch  die 
der  anderen  Gruppen  Ho ,  Hg ,  .  .  . ,  H^  eine  Primzahl  p 
wird  und  somit  der  letzte  Zahlenfaktor  der  Hauptreihe 
die  qte  Potenz  dieser  Primzahl  j) .  Dann  ist  nämlich  H^ 
eine  zyklische  Gruppe,  und  alle  ihre  Operatoren  sind  unter- 
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einander  vertauschbar.  Sie  sind  aber  auch,  wie  wir  oben 
gezeigt  haben,  mit  denen  von  H, ,  H3 ,  .  .  . ,  H,  vertausch- 
bar. Demnach  ist  H  eine  Abelsche  Gruppe  der  Ord- 
nung p'i ,  und  zwar,  wie  die  vorstehenden  Entwicklungen 
zeigen,  vom  Typus  (1 ,  1 ,  1 ,  .  . . ,  1)  (vgl.  §  69). 

§  59.  Als  Anwendung  der  bisherigen  Betrachtungen 
behandeln  wir  die  Gruppen,  deren  Ordnung  die  Potenz 
einer  Primzahl  f  ist.  Die  betrachtete  Gruppe  heiße  G 
und  die  Ordnung  von  G  sei  y"^ .  Am  Schlüsse  von  §  39, 
S.  56  ist  gezeigt  Avorden,  daß  G  außer  der  Einheit  noch 
mindestens  {p  —  1)  selbstkonjugierte  Operatoren  besitzt. 
Die  Ordnung  einer  jeden  von  diesen  ist  (§  23,  S.  36)  eine  Potenz 
von  j> .  Es  möge  ??^  die  Ordnung  des  selbstkonjugierten 
Operators  Sq  sein;  dann  ist  die  ^^^"^te  Potenz  von  Sq  , 
die  wir  mit  s  bezeichnen  wollen,  ein  selbstkonjugierter 
Operator  der  Ordnung  f  ,  und  (s)  wird  eine  selbstkonju- 
gierte Untergruppe  von  G,  die  die  Ordnung  p  hat.  Folglich 
gibt  es  eine  Faktorgruppe  Gl{s) ,  deren  Ordnung  durch 
p«-i  gegeben  ist,  also  auch  eine  Potenz  von  p  wird.  Nach 
dem  soeben  Bewiesenen  hat  auch  diese  Faktorgruppe 
wieder  einen  selbstkonjugierten  Teiler  der  Ordnung  p . 
Dem  entspricht  in  G  nach  §  30,  S.  45  eine  selbstkonju- 
gierte Untergruppe  in  G  von  der  Ordnung  p-,  die  (s) 
enthält;  sie  möge  H  heißen.  Dann  besteht  wieder  eine 
Faktorgruppe  GjH  der  Ordnung  p'*"^,  aus  der  weiter  die 
Existenz  eines  selbstkonjugierten  Teilers  der  Ordnung  p^ 
in  G  erschlossen  werden  kann.  So  kann  man  weitergehen 
und  erkennt:  Ist  die  Gruppe  G  von  der  Ordnung  p"" , 
so  besitzt  sie  eine  Eeihe  von  selbstkonjugierten 
Teilern  zu  G 

(9)  G,  G^,  G.2,  G^,  .  . .,  Ga-i,  1 

mit  den  Ordnungen  bzw. 

P     T     P  1     P  7     P  1     •   '   •  1     P     7     P  ^    1 

von  denen  jeder  den  folgenden  enthält.  (9)  ist 
demnach  eine  Hauptreihe  von  G.  —  Die  Zahlfak- 
toren jeder  Kompositionsreihe  einer  Gruppe  der 
Ordnung  p*  sind  sämtlich  gleich  p  .  Es  fäUt  aber 
nicht  jede  Kompositionsreihe  von  G  mit  einer  Hauptreihe 
dieser  Gruppe  zusammen.     Das  ist  z.  B.  aus  der  Gruppe 
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achter    Ordnung    ersichtlich,    die    am   Schlüsse    von   §  55, 
S.  72  behandelt  ist. 

§  60.  Wir  wollen  noch  bei  den  Gruppen  der  Ord- 
nung p^  verweilen  und  beweisen  von  ihnen  folgenden 
Satz:  Jeder  eigentliche  Teiler  der  Ordnung  p-  einer 
Gruppe  G  der  Ordnung  p^  ist  selbstkonjugiert  in 
einem  anderen  Teiler  von  G  von  der  Ordnung  p?+^. 

Es  sei  H  von  der  Ordnung  p?  ein  echter  Teiler  von  G, 
also  0  <  o  <  Ä  .  Hat  H  mit  dem  vorletzten  Gliede  einer 
Hauptreihe  (9j,  etwa  mit  G^.^_i  =  {s}  keinen  Operator  außer 
der  1  gemein,  mit  anderen  Worten:  kommt  s  nicht 
in  H  vor,  so  kann  man  den  Satz  aus  §  41,  S.  58  an- 
wenden, demzufolge  H  selbstkonjugiert  in  {H,  s}  ist,  da 
s  mit  allen  Operatoren  von  G,  also  auch  mit  denen 
von  H  vertauschbar  ist.  Dann  besitzt  nach  §  40.  S.  56 
{H,  s}  die  Ordnung  p-~^ ,  und  B"  ist  ein  selbstkonjugierter 
Teiler  in  {H ,  s}  von  der  Ordnung  p'^"-'-  (§  42,  S.  59).  In 
diesem  Falle  ist  daher  der  Satz  als  richtig  erkannt. 

Hat  zweitens  H  mit  G^.i  =  {s}  außer  der  Einheit  noch 
einen  weiteren  Operator  s"  gemein,  dann  ist  {s}  in  H 
enthalten,  wie  man  sofort  sieht,  da  s  von  der  Primzahl- 
ordnung p  ist.  Die  Faktorgruppe  G'  =  G  {s}  enthält  einen 
Teiler  H' ,  der  dem  Teiler  H  von  G  entspricht;  G'  hat 
die  Ordnung  p«-i  und  H'  nach  §  30,  S.  45  die  Ord- 
nung p^~^. 

Auf  G'  und  H'  wenden  wir  die  gleichen  Schlüsse  an 
wie  auf  G  und  H.  Dann  ist  wieder  zweierlei  möglich: 
entweder  kommt  man  auf  eine  Gruppe  von  der  Ord- 
nung p^,  die  H'  selbstkonjugiert  enthält;  und  dann  schheßt 
man  auf  Grund  des  Isomorphismus  von  dieser  rückwärts 
auf  einen  in  G  enthaltenen  Teiler  der  Ordnung  p^"^^, 
der  H  selbstkonjugiert  enthält;  —  oder  man  kommt  auf 
zwei  neue  Gruppen  H"  und  G"  mit  den  Ordnungen  p?-- 
und  p^~-,  die  zu  H  bzw.  G  isomorph  sind.  Im  ersten 
dieser  beiden  Fälle  ist  der  Satz  bewiesen;  im  zweiten  ist 
er  reduziert.  So  kann  man  weitergehen,  bis  man  —  im 
ungünstigsten  Falle  —  zu  zwei  Gruppen  H'^^  =  1  und  G^^^ 
von  den  Ordnungen  1  und  bzw.  p^-f^  gelangt.  Für  sie 
ist  die  Existenz  einer  Gruppe  der  Ordnung  p  klar,  die 
H^s)  =  1  als  selbstkonjugierten  Teiler  enthält ;  und  somit 
ist  der  Beweis  des  Satzes  vollkommen  durchgeführt. 
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Aus  diesem  Eesultate  folgt  weiter,  daß  es  Komposi- 
tionsreihen  für  G  gibt,  die  einen  beliebigen  Teiler  H 
von  G  unter  ihren  Gliedern  haben.  Es  reicht  zur  Her- 
stellung einer  solchen  aus,  von  H  mit  der  Ordnung  p?  auf 
eine  Gruppe  K  der  Ordnung  2?^"^^  zurückzugehen,  in  der  fl" 
selbstkonjugiert  enthalten  ist;  dann  geht  man  von  K  in 
gleicher  Weise  weiter  aufwärts  usf.,  bis  man  zu  G  kommt. 
Dadurch  ist  die  Kompositionsreihe  bestimmt. 

Ebenso  folgt  aus  dem  hergeleiteten  Eesultate:  Jeder 
Teiler  H  der  Ordnung  p'^-^  der  Gruppe  G  von  der 
Ordnung  p*  ist  ein  in  G  selbstkonjugierter  Teiler. 

§  61.  Wir  haben  gesehen,  daß  die  Gruppe  G  der 
Ordnung  ^^'^  einen  selbstkonjugierten  Teiler  {s}  der  Ord- 
nung p   enthält.     Für  jeden  Operator  u  von  G  ist 

w"^  s  u  =  s"  ; 
daraus  folgt 

u~^  s  u^  =  s"-' ;     ...;     w^  s  u^  =  8'"^ 

Setzt  man  r  =  p—l  und  berücksichtigt  den  F  er  mat- 
schen Satz,  daß 

y^p-i=l     (modp) 

für  jedes  von  Null  verschiedene  x  ist,  so  folgt,  daß  u^~^ 
und  s  vertauschbar  sind.  Nun  sei  u^  die  niedrigste  Potenz 
von  u  5  die  mit  s  vertauschbar  ist.     Dann  sind 

w%  u^%  u^%   .  .  . 

die  einzigen  mit  s  vertauschbaren  Potenzen  von  u .  Denn 
wäre  w*  vertauschbar  mit  s ,  und  läge  der  Exponent  t 
zwischen  w  und  {v  -\-l)  -v ,  so  wäre 

was  gegen  die  eben  gemachte  Annahme  verstoßen  würde. 

Andrerseits  gehören  u^'^  und  -j^^*  zu  den  mit  s  vertausch - 
baren  Potenzen;  es  müssen  also  p  —1  und  p"  den  gemein- 
samen Teiler  v  haben.  Demnach  ist  v  =  1  und  m~^ su  =  s  , 
d.  h.  x=l. 

Also  ist  nicht  nur  {s}  selbstkonjugiert  in  G,  sondern 
es  sind  alle  einzelnen  Operatoren  s ,  s-,  s^,  .  . .,  s^"-*  selbst- 
konjugierte Operatoren  in  G. 

Das  vorletzte  Glied  {s}  jeder  Hauptreihe  von  G 
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besteht  aus  den  Potenzen  eines  selbstkonjiigierten 
Operators. 

§  62.  Die  Anzahl  aller  Teiler  H  von  der  Ord- 
nung p-  einer  Gruppe  G,  deren  Ordnung  gleich  2>* 
ist  (p  =  0,  1,  2  ,  .  .  .,  oi) ,  wird  kongruent  1  modulo  p  . 
Wir  beweisen  den  Satz  auf  dem  Wege  strenger  Induktion 
und  nehmen  dazu  an,  er  sei  für  die  Ordnungen  p'^ ,  p'^ ,  .  .  . , 
p""-^  einer  Gruppe  G  bereits  als  richtig  erkannt.  Für 
die  Gruppen  G  der  Ordnung  p^  ist  dies  ja  der  Fall. 

Ist  nun  eine  Gruppe  G  der  Ordnung  p""  vorgelegt, 
so  teilen  wir  sämtliche  vorhandenen  Teiler  der  Ord- 
nung p^  von  G  folgendermaßen  in  zwei  Klassen  ein:  Wir 
wählen  eine  beliebige,  aber  feste  selbstkonjugierte  Gruppe  {s} 
der  Ordnung  p  von  G  und  rechnen  jede  Gruppe  der  Ord- 
nung p^  zur  ersten  Klasse,  wenn  sie  {s}  enthält;  dagegen 
zur  zweiten  Klasse,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Wir  behandeln  die  Teiler  der  ersten  Klasse.  Da  {s} 
selbstkonjugiert  in  G  ist,  können  wir  die  Faktorgruppe 
r  =  G{s}  bilden;  F  hat  die  Ordnung  2?*"^  •  Jedem  ihrer 
Teiler  der  Ordnung  2>-~^  entspricht  in  G  ein  Teiler  der 
Ordnung  p^,  und  umgekehrt  jedem  Teiler  der  ersten 
Klasse  in  G  ein  Teiler  der  Ordnung  p^-'^  in  F  (§  30, 
S.  45).  Für  r  von  der  Ordnung  p'^-^  ist  der  aufgestellte 
Satz  als  richtig  vorausgesetzt.  Also  sehen  wir:  Die  An- 
zahl der  Teiler  von  der  Ordnung  p-,  die  zur  ersten 
Klasse  gehören,  ist  kongruent  1  modulo  p  . 

Wir  gehen  zur  Betrachtung  der  Teuer  über,  die  zur 
zweiten  Klasse  gehören.  H  sei  ein  solcher  Teiler  von  G, 
der  also  (s)  nicht  enthält;  seine  Ordnung  ist  j)^.  In  H 
gibt  es  (§  60)  einen  für  H  selbstkonjugierten  Teiler  J  der 
Ordnung  p?-^.  Wie  leicht  zu  sehen,  kann  man  in  H 
einen  Operator  ^^  bestimmen,  dessen  p  te  Potenz  die  niedrigste 
der  in  J  vorkommenden  ist.  Für  ihn  ist  uJ  =  Ju,  da 
J  selbstkonjugiert  in  H  ist;  ferner  hat  man 

E  =  {u,  J)  =  [u^  J]         (öc  =  0,  1 ,  2  ,  . . . ,  2)  -  1)  . 

Nun  war  s  ein  Operator  aus  {s) ,  der  vorletzten 
Gruppe  der  Hauptreihe  von  6r,  also  nach  §  61  selbst- 
konjugiert in  G.  In  B  war  s  nicht  enthalten.  Ist  jetzt  <5 
ein  fester  Wert  <2> ,  so  bilden  die  Operatoren 

{us'r-'J         {y.=^0,  1,2,  ...,p-l) 
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eine  Gruppe  H^ .  Denn  wegen  der  Vertauschbarkeit  von  s 
und  u  mit  J  und  von  s  mit  u  hat  man 

Die  p  Gruppen 

(10)  H,  H„  H,,  ...,  F,_, 

sind  untereinander  verschieden.  Denn  ans  Es  ==  H^  würde 
folgen,  daß  us^  unter  den  Operatoren  von  {us^y-J  vor- 
käme, also,  wenn  i«  einen  Operator  von  J  bedeutet, 


US" 


ii"-  s^ '"  i„ 


Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  gehört  zu  fl",  also 
ist  ö  ^  ex  (mod.  2^) ,  und  dann,  da  u  nicht  zu  J  gehört, 
>c  ^1',   d  ^  e  . 

Es  ist  daher  aus  (10)  ersichtlich,  daß  die  Teiler  H 
der  zweiten  Klasse  sich  in  Komplexe  von  je  p  Gruppen 
zusammenstellen  lassen:  die  Anzahl  der  Teiler  zweiter 
Klasse  ist  kongruent  0  modulo  j) .  —  Die  beiden 
besonderen  Eesultate  geben  den  allgemeinen  Satz. 

§  63.  Unabhängig  von  diesem  allgemeinen  Beweise 
zeigen  wir  die  Eichtigkeit  des  Theorems  für  oc  =  2 . 

Ist  (z  von  der  Ordnung  p^  zyklisch,  so  enthält  es  je 
einen  Teiler  der  Ordnung  1,  p,  p^. 

Ist  G  nicht  zyklisch,  so  haben  alle  von  1  verschiedenen 
Operatoren  die  Ordnung  p  .  Es  sei  s  ein  selbstkonjugierter 
Operator  von  G ;  ferner  sei  t  ein  beliebiger  Operator  aus  G, 
der  nicht  in  {s}  vorkommt.  Dann  ist  das  folgende  Schema 
geeignet,  Einsicht  in  die  Bildung  der  Teiler  der  Gruppe  G 
zu  geben. 


1, 

t, 

t^, 

t^,  .. 

tp-' 

1, 

s, 

«s 

sS  .. 

SP-' 

1, 

st , 

(sty-, 

{sty,  . 

.,      {sty-^ 

1, 

st^, 

{sr-y, 

{st^y,  . 

.,    istr-' 

1, 

stP-^, 

{stp-^y, 

{stp-^y,  . 

.,  (stP-y-'' 

Außer    der    Einheit,    die    (2>+l)-mal    auftritt,    kommen 
(p  +  1)  •  (p  —l)=^p'^—l    Operatoren    vor.      Da   s   selbst- 
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konjugiert  in  G  ist,  so  sind  alle  diese  untereinander  ver- 
schieden, weil  aus 

(s  t'^)ß  =  {s  try    folgen  würde    s^^  -  "5  =  f )"'  -  « ^  . 

Die  Tabelle  umfaßt  also  alle  Operatoren  aus  G. 

Jede  Zeile  bildet  eine  zyklische  Gruppe,  die  durch 
jeden  in  ihr  vorkommenden  Operator  bestimmt  wird. 
Wir  haben  also  (p  + 1)  solcher  zyklischen  Gruppen  als 
Teiler  von  G. 

Jede  Gruppe,  die  ein  von  1  verschiedenes  Glied  einer 
Zeile  enthält,  umfaßt  alle,  die  zur  Zeile  gehören. 

Gesetzt  nun,  eine  Untergruppe  von  G  enthielte  Ope- 
ratoren aus  mehreren  Zeilen,  die  von  der  Einheit  ver- 
schieden sind,  so  wäre  die  Ordnung  dieser  Untergruppe 
>p,  also  =2?^,  und  sie  fiele  mit  G  zusammen.  Damit 
ist  gezeigt,  daß  die  aufgestellten  (p  +1)  Zeilen  der  Tabelle 
alle  Teiler  der  Ordnung  p  von  G  erschöpfen. 

Der  ausgesprochene  Satz  ist  also  auch  für  diesen 
Typus  von  Gruppen  der  Ordnung  p-  richtig.  Gleichzeitig 
sehen  wir,  daß  es  für  die  Ordnung  p-  nur  zwei  Typen  gibt. 

§  64.  Wir  wollen  dieses  Kapitel  mit  einem,  der 
Theorie  der  Substitutionengruppen  angehörigen  Satze 
schließen: 

Die  alternierendenSubstitutionengruppen  von 
mehr  als  vier  Elementen  sind  einfach. 

A  sei  die  alternierende  Gruppe  von  w(>4)  Elementen 
und  H  eine  in  ihr  selbstkonjugierte  Gruppe.  Wir  be- 
trachten in  E  die  Substitutionen  von  möglichst  geringer 
Elementenanzahl,  die  von  der  Einheitssubstitution  ver- 
schieden sind;  sie  müssen  regulär  sein.    Gesetzt,  es  gäbe  ein 

S^  =  (Xi  X2  X^  X^  .,.),.  . 

unter  diesen  Substitutionen,  das  einen  Zyklus  von  mehr 
als  drei  Elementen  besitzt.  Da  Ä~^RÄ  =  H  ist,  so 
kommt  in  R  auch  das  aus  den  gleichen  Elementen  ge- 
bildete 

(a7j  X2  x^)      [(a?]^ x^x^x^  ...)..  .\  [X^ X.2  X^)  =  [X2  X^  XiX^  ...)..  , 

vor,  und  daher  auch 

l(^i 372  iCg  a?4 ...)...  J     •  [{x^  x^x^x^.  .  . ) .  .  .  J  =  {x^} (a?2  a?4 •••)•••  > 

Netto,   Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  6 
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d.  h.    eine   nicht   identisclie   Substitution,    die   gegen   die 
Voraussetzung  weniger  Elemente  als  Sj  enthält. 

Die  Substitutionen  geringster  Elementenzahl  haben 
also  nur  Zykel  von  zwei  oder  von  drei  Elementen  und 
sind  regulär.     Sei  nun  eine  von  ihnen  etwa 

^2  ^^  l'^'i  "^2)  (•''S  ^i)  '  •  •      Oder     s^  =  [x^  x^  x^)  [x^  x^  x^)  .  •  .  , 
so    bilden    wir    die    Transformierten    durch    o  =  {x^  x^  Xg) 
von  So  und  s^ 

S2  =  o~^s.2  0       bzw.       S3  =  0~^S^O 

=  (a?2  x^)  (ajg  x^)  ...        =  (a!2  ^5  ^3)  (^4  ^1  ^e)  •  •  • 
H  enthält  dann  auch  die  von  1  verschiedene  Substitution 
«2^2  =  i'^ö a^i  •  •  •)  (a^a)  i^d  '  '  •    bzw.  Sg'Sg  =  {x^)  {x^x^  ...)... 
mit  geringerer  Elementenzahl  als  s.2  bzw.  s^-,   das  wider- 
spricht der  Annahme. 

Die  Substitutionen  geringster  Elementenzahl  haben 
also  eine  der  Formen 

(xyX^)     oder     (XiXoX^); 

die  erste  ist  unmöglich,   da  A  nur  gerade  Substitutionen 
besitzt;    die   zweite   liefert    für  H    durch   Transformation 

mit  {X2  Xd)  (ajg  Xß)  alle  {x^^  a?«  Xß)  und  alle 

(^1  ^a  ^ß)  \pl  ^y  ^a)  "^^  {^a  ^ß  ^y)   » 

so  daß  nach  §  11,  S.  14  H  mit  A  zusammenfällt. 

Die  Transformation  von  s.y,  s^  fordert  das  Vorhanden- 
sein von  mehr  als  vier  Elementen. 

Für  w  =  4  ist  die  alternierende  Gruppe  A  zusammen- 
gesetzt.    Ihre  Kompositionsreihe  ist 

A  ;     B  =^  \{Xi  X2)  {x^  x^) ,  [Xi  x^)  {X2  x^))  ; 
C  =  {{XiX.2){xsX^)};     i)=l. 


6.  Kapitel. 

Abelsche  Gruppen. 

§  65.  Bei  unseren  früheren  Untersuchungen  über 
Operatoren,  die  miteinander  vertauschbar  sind,  stießen 
wir  bereits  in  §  35  auf  Gruppen,  deren  Operatoren  samt- 
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lieh  die  Eigenschaft  der  Vertauschbarkeit  untereinander 
haben.  Wir  nannten  diese  Gruppen  Abelsche  oder  ver- 
tauschbare  Gruppen.  Da  für  sie  neben  dem  assozia- 
tiven auch  das  kommutative  Gesetz  gilt,  so  bilden  sie 
die  einfachsten  Gruppen  und  weisen  als  solche  eine  Eeihe 
ganz  besonderer  Eigenschaften  auf.  Wir  wollen  diese 
Gruppen  jetzt  genauer  studieren. 

Zunächst  führen  wir  einige,  sofort  ersichtliche  Eigen- 
schaften Abelscher  Gruppen  an:  Jeder  Teiler  einer 
Abelschen  Gruppe  ist  wieder  eine  Abelsche  Gruppe. 
Jeder  Teiler  ist  selbstkonjugierter  Teiler  der 
Gruppe.  Sindö  undH  zwei  miteinander  vertausch- 
bare Abelsche  Gruppen  (§  40)  der  Ordnungen  r  und  s, 
und  hat  ihr  größter  gemeinsamer  Teiler  }G,  H{ 
die  Ordnung  /,  so  besitzt  (§  42)  die  Gruppe  {G,  H} 

T  *  S 

die  Ordnung  . 

§  66.  Es  sei  F  eine  Abelsche  Gruppe.  Jeder  ihrer  Ope- 
ratoren, dessen  Ordnung  keine  Primzahlpotenz  ist,  kann 
nach  §  14  durch  zwei  oder  mehrere  vertauschbare  Operatoren 
ersetzt  werden,  welche  Potenzen  jenes  Operators  sind  und 
die  selbst  Primzahlpotenzen  als  Ordnungen  besitzen.  Als 
solche  Primzahlen  mögen  in  F  die  Zahlen  p  ,  q,  r ,  ... 
vorkommen.  Wir  fassen  dann  alle  Operatoren  von  F, 
deren  Ordnungen  Potenzen  von  p  sind,  in  einen  Komplex 
zusammen.  Sind  .t^  und  .-r^  zwei  solche  Operatoren,  so 
ist  auch  Tr^rrg  ein  solcher,  da  wegen  der  Vertauschbarkeit 
(ti^ttj)"  =  Tii  JT«  ist;  das  Produkt  7ii7i2  gehört  demnach  auch 
zu  dem  Komplexe,  d.  h.  der  Komplex  bildet  eine  Gruppe  P. 
Ähnlich  bilden  die  Operatoren,  deren  Ordnungen  Potenzen 
von  q  sind,  eine  Gruppe  Q,  usw.  Es  seien  p«,  q^,  r''',  ... 
die  Ordnungen  von  P,  Q,  R,  ... 

Dann  hat  man  F  als  direktes  Produkt  von  P,  Q, 
R,  .  .  . ,  und 

F  =  {P,  Q,R,  ...)  =  P.Q-R-  ...  ; 

denn  die  rechte  Seite  ist  jedenfalls  ein  Teiler  von  jP;  sie 
enthält  aber  auch  jeden  Operator  von  F.,  da  ja  ein  jeder 
zerlegt  worden  ist. 

Für  P  und  Q  sind  die  Voraussetzungen  des  letzten 
Satzes   aus   dem   vorigen   Paragraphen    erfüllt,   und  t  ist 

6* 
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gleich  1.  Somit  hat  (P,  Q}  die  Ordnung  p""  •  q^  und  ist 
=P  ■  Q  .     Ähnlich  folgern  wir  weiter  und  finden  schließlich 

F  =  P'Q-B-  ...  ; 

die  Ordnung  von  F  ist  =p°'  q^ry  .  . . 

Jede  Abelsche  Gruppe  der  Ordnung  p'^q^r^  ... 
läßt  sich  als  direktes  Produkt  Abelscher  Gruppen 
darstellen,  deren  Ordnungen  die  Primzahlpotenzen 
p*,  q^,  r''',  ...  sind.  Solchen  einfacheren  Gruppen  wen- 
den wir  unsere  Aufmerksamkeit  zu. 

§  67.  G  sei  eine  Abelsche  Gruppe,  deren  Ordnung 
eine  Potenz  p«  der  Primzahl  p  ist.  Zur  Vereinfachung  der 
Schreibweise  bezeichnen  wir  im  nächstfolgenden  p*  durch  [oc] . 

Nun  greifen  wir  willkürlich  unter  den  Operatoren 
höchster  Ordnung  von  G  einen  Operator  a^  heraus.  Seine 
Ordnung  sei  [%] .  Dann  bilden  wir  {%) ,  d.  h.  den  zy- 
klischen Teiler,  der  aus  den  Potenzen  von  a^  besteht, 

(1)  a,,  ah  al,  ...  ,  a^l-\  a["'l  =  1  . 

Die  [njte  Potenz  jedes  Operators  von  G  ist  =1. 

Erschöpft  (1)  alle  Operatoren  von  G,  so  ist  G  =  («i) 
eine  zyklische  Gruppe. 

Erschöpft  (1)  noch  nicht  alle  Operatoren  von  G ,  so 
durchlaufen  wir  alle  nicht  in  (1)  befindlichen;  wir  be- 
zeichnen diese  durch  h  .  Für  ein  jedes  dieser  h  gibt  es 
eine  niedrigste  Potenz,  die  in  (1)  vorkommt,  da  ja  sicher 
die  Eeihe  der  Potenzen  von  &  die  Einheit  enthält,  und 
da  1  zu  den  Operatoren  in  (1)  gehört;  öCg  sei  einer  der 
Operatoren  aus  der  Eeihe  h ,  für  die  diese  niedrigste 
Potenz  möglichst  hoch  ausfällt.  Der  zugehörige  Exponent 
ist  ein  Teiler  der  Ordnung  von  «o ,  also  eine  Potenz  von  p  . 
Es  sei  dies  die  Potenz  mit  dem  Exponenten  Wg  5  dann 
gehört  die  [wgjte  Potenz  jedes  Operators  von  G  zum 
Komplexe  (1).     Aus  der  Annahme 

ötf"?^  =  a1     folgt     oc^^  =  l^  af''-'^^ 

und  daraus  weiter,  daß  x  ein  Vielfaches  von  [wg]  ist;  denn 
xp^-^i  muß  ein  Vielfaches  von  p"i  sein.  Wir  setzen 
X  =  u  [n.2\ ,  wo  u  eine  ganze  Zahl  wird ,  und  bilden  den 
Operator 

ttg  =  «2  *r "  • 
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Der  liefert 

d.  h.  «2  gehört  zum  Exponenten  [n,] ;  denn  die  [%]te 
Potenz  von  a,?  nämlich  1,  ist  die  niedrigste  in  (1)  vor- 
kommende. Eine  niedere  kann  offenbar  nicht  =1  sein; 
denn  aus  a|  =  1  =  ocfaj""^  bei  o  <  [%]  folgt  öc|  =  <^  ,  so 
daß  schon  die  ote  Potenz  von  a.,  zu  (1)  gehörte. 

Wir  betrachten  nun  den  Komplex  aller  Operatoren^ 
die  sich  aus  a^  und  a2  bilden  lassen, 

(2)  «1 üo 

(^^1,  2,  3,  ...,  K]     und     ;.  =  1,  2,  3,  ...,  Kl). 

Alle  diese  [w^  +  »ig]  Operatoren  sind  untereinander  ver- 
schieden, wie  leicht  zu  sehen.  Für  jeden  Operator  c  aus  G 
folgt  d"-"^  =  a^  und  daraus,  wie  oben,  /<  =  v[n.2] ,  wo  v  eine 
ganze  Zahl  wird;   dann  ist   für  jeden  Operator  c  aus  G 

(3)  cf"^J  =  <["-•!. 

Erschöpft  (2)  alle  Operatoren  von  G,  dann  wird  die 
Gruppe 

von  der  Ordnung  [n^  +  W2]  werden. 

Erschöpft  (2)  noch  nicht  alle  Operatoren  von  G,  so  lassen 
wir  einen  Operator  alle  nicht  zu  (2)  gehörigen  Operatoren 
von  G  durchlaufen;  für  jeden  von  diesen  gibt  es  wegen  (3) 
eine  niedrigste  Potenz  mit  einem  Exponenten  >1  und 
^[^2] ,  die  in  (2)  vorkommt,  (x^  sei  einer  von  den  Ope- 
ratoren, für  welche  diese  niedrigste  Potenz  einen  möglichst 
hohen  Exponenten,  etwa  [%]  hat;  dann  gehört  also  die 
[ngjte  Potenz  jedes  Operators  von  G  zu  (2).  Aus  der 
Annahme,  daß 

öc^l  =  a1  a\ ,     folgt     öc  ["^^  =  a1  f"^ "  "^^  ai  ^"^ '  "^^  ; 

und  (3)  zeigt  dann,  daß  y.  sowie  /.  Vielfache  von  [wg]  sind. 
Wir  setzen  y.  =  u[n.^]  und  ?.  =  !'[%]  und  bilden  den  Ope- 
rator 

tto     CXq    ttl  M'9  j 

der  liefert 

«W  =  «W  a;"  W  ag-'^f"'^  -=  K^"'^  a^f'^l)  ar"^"'^  «2  ''"^^  =  1  • 
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Folglich  ist  die  Ordnung  von  %  ein  Teiler  von  [%]  und 
zwar,  wie  man  leicht  beweist,  der  uneigentliche  Teiler  [n^] 
selber.     Ist  nämlich  ^  (<[%])  die  Ordnung,  so  wird 

aO=l  =  ocl <j-«ff a-^c^  ,     also     (x?^  =  <-"<-  ; 

dann  würde  schon  die  ote  Potenz  von  oc^  zu  (2)  gehören; 
Q  kann  daher  nicht  <[%]  sein. 
Alle  Operatoren 

(4)  a>J< 

(p<=l,2,...,K];     ;.=1,2,...,K];    ^  =  1,2,..., KD 

sind  voneinander  verschieden.  Ihre  Zahl  ist  [w^  +  Wg  +  %] . 
Für  jeden  Operator  c  von  G  folgt,  wie  oben,  die  Glei- 
chung 

(5)  cf'^i -<f"']<;t"^^ 

In  dieser  Art  können  wir  weitergehen,  bis  die  Ope- 
ratoren der  Gruppe  G  sämtlich  untergebracht  sind;  und 
so  kommt  mau  auf  den  Satz:  Ist  G  eine  Abelsche 
Gruppe  der  Primzahlpotenz-Ordnung  p«,  so  kann 
man  eine  Eeihe  von  Operatoren  a^ ,  «g  ?  <*3  ?  •••,(ir 
derart  auswählen,  daß  jeder  Operator  von  G  auf 
eine  und  auch  nur  auf  eine  Art  in  die  Form 

(6)  a1' a^' a^' .  .  .  a';r 

(;<^  =  1 ,  2  ,  3  ,   .  .  . ,  [w J  ;     ^  =  1 ,  2  ,  .  .  . ,  r) 

gebracht  werden  kann.  Dabei  hat  jedes  a^  die 
Ordnung  [w J  .    Die  Ordnung  von  G  ist 

[Wl  +71.2+71.^+...    +  nr]  =  p^  . 

Ferner  ist 

(7)  Wi  ^  %  ^  Wg   .  .  .   ^  Wr  . 

Für  jeden  Operator  c  von  G  gelten  die  Gleichungen, 
in  denen  die  u  ganze  Zahlen  sind, 

(8)  cf^»^==a^f"^^a!'f^^..a"^-/^'^^• 

*•    '  12  ff- 1 

Die  Gesamtheit  der  Operatoren  «^ ,  %  ,  .  .  .  ,  «r  ?  die  diesen 
Sätzen  entsprechen,  nennen  wir  eine  Basis  von  G. 

§  68.  i^ach  den  Darlegungen  des  vorigen  Paragraphen 
kann  eine  Basis  für  eine  vorgelegte  Abelsche  Gruppe  G 
im  allgemeinen  auf  mannigfache  Art  ausgewählt  werden. 
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Wir  wollen  nachweisen,  daß  bei  jeder  Wahl  der  Basis 
die  gleichen  Zahlen  Wj  ,  Wg  >  •  •  • ,  Wr  in  gleicher  MultipHzität 
auftreten,  so  daß  auch  ihre  Anzahl  invariant  ist.  Auf  Grund 
dieses  Eesultates  können  wir  diese  Exponenten  n^  nun  als 
Invarianten  der  Gruppe  und  insbesondere  die  Kon- 
stante r  als  den  Eang  der  Gruppe  G  bezeichnen. 

Zum  Zwecke  des  Beweises  bestimmen  wir  die  Anzahl 
No  der  voneinander  verschiedenen  Operatoren,  die  in  G 
als  [^]te  Potenzen  auftreten.     Ist  o  durch 

mit  den  w«  verbunden,  so  wird 

und  die  [o]te  Potenz  des  allgemeinen  Operators  (6)  in  G 
nimmt  die  Gestalt  an 

(9)  a!^^  c^^  .  .  .  a:^S^ 

(i^.  =  0,  1,  2,  ...,  K]-l). 

Diese  [w^  +  Wg  +  ...  +  n«  _  i]  Operatoren  (9)  sind  nicht 
alle  untereinander  verschieden;  vielmehr  wird  (9)  dann 
aber  auch  nur  dann  gleich  einem  Operator  derselben  Form 

(9a)  a'l^^  af"^  .  .  .  al-r,'^"^ 

wenn  jedes  v>.{q\  —  u-^[q\  durch  [wj  ,  also  Vy.  —  Uy,  durch 
[Uy.  —  o]  teilbar  ist.  Man  erhält  daher  alle  und  nur  die 
voneinander  verschiedenen  [o]ten  Potenzen,  wenn  man  der 
Eeihe  nach  jedes  w«  in  (9) 

=  0,  1,  2,  ...,  [n. -o]-l 

werden  läßt.  Die  gesuchte  Anzahl  der  voneinander  ver- 
schiedenen [o]ten  Potenzen  ist  demnach 

"^e  =  [^1  —  Q]  •  [^2  ~  q]  ■  •  ■  [na-i  —  q] 


(10) 

=  K  4-  ^2  +  •  •  •  +  "^«-1  —  (^  —  1)  q] 

Insbesondere  wird  für  q  =  n^ 

(10a)  Nn^  =  [wi  +  Wo  +  ...  +  rioc  —  ocn^]  . 
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JiJ^un  sei  eine  zweite  Basis  der  Gruppe  G  vorgelegt, 
etwa 

Die  zu  den  h  gehörigen  Exponenten  mögen  bzw. 

[wj] ,  [wi,] ,  .  .  . ,  [mj 

sein.  Aus  der  Bedeutung  von  [m^] ,  die  mit  der  von 
[wj]  zusammenfällt,  erkennt  man  die  Gleichheit  der  Ex- 
ponenten [wj  und  [%] .  Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  be- 
reits bewiesen,  daß  auch  m,  =  %  ,  .  .  . ,  w^-i  =  n^-i  wird; 
dann  läßt  sich  zeigen,  daß  m«  =  ??«  sein  muß. 

Gesetzt  es  wäre  mg,  >  n«  ,  so  bilden  wir  mit  Hilfe  der 
hy,  alle  [w«]ten  Potenzen  der  Operatoren  von  G 

\1  2  '  '  '      a  -  1  1  \    ix  ■■*«  /* 

Um  sämtliche  in  dieser  Darstellung  enthaltenen  ver- 
schiedenen Operatoren  zu  bekommen,  lassen  wir  /j  die 
Reihe  0 ,  1 ,  2  ,  ....  [wi  —  ti«]  —  1  durchlaufen,  denn  &i  "^ 
hat  die  Ordnung  [m^  —  »ij .  Ferner  lassen  wir  /g  die 
Eeihe  0 ,  1 ,  2  ,  ....  [w,  —  ?ij  —  1  aus  ähnlichem  Grunde 
durchlaufen,  usf.  bis  zum  letzten  Gliede  der  ersten 
Klammer  des  obigen  Ausdrucks.  Diese  Klammer  um- 
schüeßt  an  verschiedenen  Operatoren 

[mi  —  Ucc]  [m.2  —  Tia]  ...  [m«_i  —  w«] 

=  [wi  —  ricc]  [^2  —  "^J  •  •  •  [««-1  —  ■^^] ; 

dies  ist  nach  (10  a)  gleich  A'„^ .  Also  darf  die  zweite 
obige  Klammer  nur  den  einen  Operator  1  liefern;  d.  h. 
ihr  Wert  ist  für  jede  Wahl  der  /.« ,  .  .  .,  /g  gleich  1,  daher 
[w«]  ein  Vielfaches  von  [m«]  und  w«  ^  w« .  Das  wider- 
spricht aber  der  obigen  Annahme  w«  >  w« ;  diese  ist  also 
zu  verwerfen. 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  die  Annahme  m^  >  w« 
abtun.  Es  kommt  das  ja  nur  auf  eine  Veränderung  in 
der  Bezeichnung  hinaus.  Also  bleibt  allein  noch  die 
Möglichkeit  m^  =  n^^  zurück,  die  demnach  eintreten  muß. 
Aus  diesem  Eesultate  läßt  sich  dann  auf  demselben  Wege 
weiter  schließen  w«_i  =  n.a+i ,  •  •  ■,  '>nr  =  rir  und  s  =  r  . 
Somit  ist  bewiesen: 
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Bei  jeder  Wahl  der  Basis  einer  Abelsclien 
Gruppe  mit  Primzahlpotenzordnung  bleibt  die 
Eeihe  der  Exponenten  %,  w, ,  ...,  %  und  damit 
auch  ihre  Anzahl  r  dieselbe.  Diese  Zahlen  sind 
also  Invarianten  der  Gruppe. 

§  69.  Wir  wollen  weiter  nachweisen,  daß  diese  In- 
varianten charakteristisch  für  die  Ab  eischen  Gruppen 
von  Primzahlpotenzordnung  sind.  Dazu  zeigen  wir: 
Zwei  solche  Abelsche  Gruppen  mit  gleichen  In- 
varianten sind  einstufig  isomorph  und  daher,  als 
abstrakte  Gruppen  auf  gefaßt,  identisch.  Infolge  der 
Voraussetzung  bestehen  die  Basen  der  Gruppen  aus  gleich 
vielen  Elementen  von  entsprechend  gleicher  Ordnung; 
ihrer  absteigenden  Größe  nach  geordnet  sind  es  etwa 

«1  j  «2 )  %  j  .  .  . ,  «7     und     &i  ,  &2  ,  &3 ,  •  •  •  &f . 

Wir  ordnen  jedem  a.,  als  entsprechenden  Operator  das  &« 
zu.     Dann  entsprechen  sich  auch  die  Potenzprodukte 

und  damit  ist  der  einstufige  Isomorphismus  bewiesen. 

Sind  umgekehrt  zwei  Abelsche  Gruppen  G  und  H 
von  Primzahlpotenzordnung  zueinander  einstufig  isomorph, 
so  kann  man  die  Operatoren  ö^ ,  6,  j  ^3  >  •  •  • ,  &r  ^'ou  -^  > 
die  denen  der  Basis  a^ ,  a^ ,  a^ ,  .  ■  . ,  a^  von  G  entsprechen, 
zu  einer  Basis  der  anderen  Gruppe  H  machen;  denn  die  &« 
befriedigen  auch  die  den  a^  auferlegten  Bedingungen. 
Daraus  folgt  die  Gleichheit  der  Invarianten  und  ins- 
besondere des  Eanges. 

Die  Invarianten  sind  demnach  für  die  Konstitution 
der  Abel  sehen  Gruppen  von  Primzahlpotenzordnung 
entscheidend.  Den  zur  Basis  (6)  gehörigen  Typus  be- 
zeichnen wir  durch  (w^  ,  Wa  ?  ^3  j  •  •  • ;  '^r)  •  Es  gibt  für 
Abelsche  Gruppen  der  Ordnung  p"  so  viele  Typen,  als 
es  Zerlegungen  von  n  in  gleiche  oder  ungleiche  Summan- 
den gibt,  bei  denen  aber  die  Permutationen  der  Sum- 
manden nicht  als  verschiedene  Zerlegungen  gelten,  so  daß 
ihre  Anordnung  nach  abnehmender  Größe  der  Summanden 
vorgenommen  werden  darf.  Wir  geben  für  n  =  1 ,  2  ,  3 , 
4,  5  die  einzelnen  Typen  an.     Für 
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pi  gibt  es  (1); 

P-     „    „  (2);  (1,1); 
p3      „     „    (3);  (2,1);  (1,1,1); 

p^      „     „    (4);  (3,1):   (2,2);   (2,1,1);  (1,  1,1,1); 
p5      „     „    (5);  (4,1);  (3,2):  (3,1,1);  (2,2,1); 
(2,1,1,1);  (1,1,1,1,1). 

Wollen  wir  die  Primzahl  p  hervorheben  oder  kennt- 
lich machen,   so  schreiben  wir  den    Typus    ausführlicher 

Vergleichen  wir  das  eben  erhaltene  Resultat  für  p- 
mit  dem  aus  §  63,  S.  80,  und  beachten  §  61,  S.  78,  so 
folgt,  daß  jede  Gruppe  der  Ordnung  p-  eine  Abel- 
sche  Gruppe  ist. 

§  70.  Liegt  nun,  wie  das  zu  Anfang  des  Kapitels 
angenommen  wurde,  eine  allgemeine  Abelsche  Gruppe  G 
vor,  so  kann  sie  als  direktes  Produkt 

G  =  P'Q'R  ... 

dargestellt  werden,  wo  P  als  Ordnung  die  höchste  Potenz 
yin  (jgp  Primzahl  p  hat,  die  in  der  Ordnung  von  G  ent- 
halten ist,  usw.  Behandelt  man  dann  P,  Q  ,  R,  ...  nach 
der  in  den  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Methode, 
so  möge  P  die  Basiselemente  a^ ,  a.2 ,  a^ ,  ...  mit  den 
Ordnungen  p"'i,  p"^-^,  p'"^  ?  •  •  •  (Wi  ^  m,  ^  Wg  ^  .  .  .)  be- 
sitzen, Q  die  Basiselemente  &i ,  &2  ?  ^3 ,  •  •  •  ^ait;  den  Ord- 
nungen g"i,  g"^=,  §"3,  ...  (%  ^  W2  ^  M3  ^  .  .  .) ,  ferner  B  die 
^1  j  ^2  ?  ^3  ?  •  •  •  J^it  y'i,  r^,  r^,  ...  {ti^t.2^%  ^  .  •  .)  usf. 
Dann  wird 

G  =  (a,>  (aj  .  .  .  (fej  (&J  .  .  .  {c,}  {c,}  .  .  . 

Die  höchste  Ordnung,  die  ein  Operator  aus  G  annehmen 
kann,  ist  offenbar  p>>hqnifh  .  .  .,  und  zwar  tritt  diese  Ord- 
nung bei  ttj^  'hj^-  Ci^  ...  auch  wirklich  auf.    Wir  bezeichnen 

a^  •  bi  •  c^  .  .  .  =  A^  . 

Dann  werden  a^ ,  b^  ,  c^ ,  ...  Potenzen  von  JL^  ,  und  wir 
haben 

G  =  {A,}-{a.2}...{b,}...{c,}... 
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G  ist  das  direkte  Produkt  der  Faktoren  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung. 

Wir  verfahren  nun  in  entsprechender  Weise  mit  den 
weiteren  Faktoren.     Wir  setzen 

dann  hat  JLo  die  höchste  Ordnung,  die  ein  Operator  der 
Gruppe  ö/(j.i}  annehmen  kann,  nämlich  p'"-^ g"^ r'^  .  .  .  ; 
dabei  wird 

>({^>-{^2»{=l. 

So  gehen  wir  weiter  und  können  auf  die  angegebene  Art 
die  sämtlichen  Operatoren  von  G  erschöpfen.  Wir  er- 
kennen: Ist  G  eine  beliebige  Abelsche  Gruppe,  so 
kann  man  eine  Eeihe  von  Operatoren  J.^, ^.g,  . . .,  Ao 
so  auswählen,  daß  jeder  Operator  von  G  auf  eine 
und  nur  auf  eine  Art  in  die  Form 

a^a:^...a^ 

gebracht  werden  kann,  wobei  y.^,  y..2,  .  .  . ,  h^  kleiner 
bleiben  als  die  Ordnungen  a>i  ,  0X2 ,  ...,  o)g  der  zu- 
gehörigen Operatoren  A^ ,  A2 ,  ...,  J.^.  Dabei  ist 
jedes  A^'«  die  niedrigste  Potenz  von  A^,  die  als 
Potenzprodukt  der  vorangehenden  Elemente 

A^^A^  .  .  .  JL^«-i 

12  a-l 

darstellbar  ist. 

§  71.  Wir  wollen  die  studierten  Begriffe  für  die 
Untersuchung  der  Gnippen  der  Ordnung  8  verwenden 
(vgl.  §  17)  und  die  erhaltenen  Eesultate  dann  weiter  ver- 
werten. 

Da  die  Ordnung  einer  Gruppe  ein  VieKaches  der 
Ordnung  jedes  Operators  ist,  so  können  in  einer  Gruppe 
achter  Ordnung  nur  Elemente  einer  der  Ordnungen  1,2, 
4,  8  vorkommen.  Kommt  ein  Operator  achter  Ordnung 
vor,  so  ist  die  Gruppe  zyklisch,  also  eine  Abelsche  Gruppe 
vom  Typus  (2'^) ;  sind  alle  Operatoren  von  der  zweiten  Ord- 
nung, so  ist  die  Gruppe  auch  eine  Abelsche  (§  35,  S.  52) 
vom  Typus  (2^2^21).  Gibt  es  außer  diesen  uns  bereits 
bekannten  Typen  noch  andere,  so  kommt  in  ihnen  sicher 
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ein  Operator  a  der  Ordnung  4  vor.  Die  Gruppe  G  be- 
steht demnach  in  diesem  Falle  aus  den  acht  Operatoren 

(11)  1,  a  ,  a-,  a^]     h  ,  ab  ,  a^h  ,  a''&  , 

wobei  h  einen  Operator  von  G  bedeutet,  der  nicht  unter 
den  Potenzen  von  a  vorkommt,  und  h-  ein  Operator 
von  (11)  wird. 

Nun  ist  auch  ba  in  (11)  enthalten  und  kann,  wie 
man  sofort  sieht,  nur  einer  der  Operatoren  ab  ,  a'-b ,  a'^b 
sein.  Aus  ha  =  ab  würde  folgen,  daß  G  eine  Abelsche 
Gruppe  ist.     Aus  ba  =  a^b  würde  folgen 

b  a~  =  b  a  •  a  =  a'^b  •  a  =  a^  •  b  a  =  a^ '  a~  b  =^  a^b  =  b  , 

also  a-  =  1 ,  was  der  Annahme  über  die  Ordnung  von  a 
widerspricht. 

Etwas  Neues  kann  sich  daher  nur  aus  der  Annahme 

ba  =  a^b 

ergeben.     Das  setzen  wir  demnach  voraus. 

Weiter  muß  in  (11)  auch  &-  vorkommen;  man  sieht, 
daß  es  nur  einer  der  Operatoren  1,  a,  a'^,  a'-^  sein  kann. 
Aus  b'  =  a  folgt 

G^{a,b}  =  {b^b}^{b}; 

d.  h.  G  wäre  zyklisch.  Aus  &-  ==  a^  schließen  wir  zuerst 
b^  ^  a'-'  =  a  ,  und  dann 

G  =  {a,b}  =  {b%b}^{b}; 

also  auch  hier  wäre  G  zykhsch.  Es  bleibt  daher  nur 
noch  b-  =  1  und  b-  =  a-  zu  untersuchen  übrig. 

Wir  haben  somit  zwei  Möglichkeiten  zu  betrachten: 

I.     a^  =  l,     &-'=!,       ba==a^b; 
II.     a^  =  1  ,     b- =  a- ,     ba==a^b. 

Diese  Festsetzungen  reichen  für  die  Aufstellung  der  Cay- 
leyschen  Quadrate  aus.     Im  ersten  FaUe  erhält  man 
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Setzt  man  diese  Gruppen  nach  §  18,  S.  27  in  Substitu- 
tionen-Gruppen um,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Ope- 
ratoren aus  (11)  durch  die  Klammerelemente  1,  2,  3,  4, 
5,  6,  7,  8  bezeichnet,  im  ersten  Falle 

■  1 ,     (1234)  (5678) ,     (13)  (24)  (57)  (68) ,     (1432)  (5876) , 

(la)     (15)  (28)  (37)  (46) ,    (16)  (25)  (38)  (47) ,    (17)  (26)  (35)  (48) , 

(18)  (27)  (36)  (45) 

und  im  zweiten 

1,    (13)  (24)  (57)  (68) ,    (1234)  (5678) ,    (1432)  (5876) , 

(IIa)  .         (1537)  (2846) ,     (1638)  (2547) ,    (1735)  (2648)  , 

(1836)  (2745)  . 

Aus  diesen  Darstellungen  folgt  sofort,  daß  (I)  und  (II) 
den  drei  Gruppenbedingungen  entsprechen,  und  ferner,  daß 
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(I)  und  (II)  voneinander  wirklich  verschieden  sind.  Das 
letzte  ergibt  sich  z.  B.  daraus,  daß  (I)  nur  zwei,  dagegen 

(II)  sechs  Operatoren  vierter  Ordnung  aufweist.  Für  (II) 
ist  dies  unter  den  Gruppen  achter  Ordnung  eine  charakte- 
ristische Eigenschaft. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  zu  den  Ab  eischen 
Gruppen  zurück. 

§  72.  Wir  sahen,  daß  die  Basis  einer  Ab  eischen 
Gruppe  auf  mancherlei  Weise  ausgewählt  werden  kann. 
Dies  führt  auf  die  Frage,  auf  wieviel  verschiedene  Arten 
eine  solche  Auswahl  möglich  ist.  Wir  woUen  das  nur  für 
den  einfachsten  FaU  einer  Gruppe  von  der  Primzahl- 
potenzordnung p^  mit  dem  Typus  (1 ,  1 ,  1 ,  .  .  . ,  1)  von 
r  Einheiten  untersuchen.  Die  Gruppe  enthält  p^  Opera- 
toren, von  denen  einer  die  Ordnung  1  hat,  während  die 
(p'  —  1)  anderen  die  Ordnung  p  haben.  Einen  der  letzten, 
ttj,  wählen  wir  als  erstes  Element  der  Basis;  das  kann 
auf  (p'  —  1)  Arten  geschehen ;  und  durch  die  {p  —  1)  ersten 
Potenzen  des  gewählten  Operators  werden  (p  —  1)  Ope- 
ratoren der  Ordnung  p  ausgeschieden.  Es  bleiben  also 
nur  noch  (p^  —  p)  solcher  Operatoren  zurück.  Aus  ihnen 
kann  willkürlich  ein  zweites  Element  der  Basis,  a.2,  ent- 
nommen werden.     Dann  sind  die  p-  Operatoren 

a{ai        {s,  t  =  l,2,  3,  ...,  p) 

voneinander  verschieden,  und  {p- —  1)  unter  ihnen  haben 
die  Ordnung  p  .  Es  bleiben  also  von  den  (p''  —  1)  Ope- 
ratoren der  Ordnung  p  noch  (p^  —  p-)  übrig,  aus  denen 
ttg  auf  ip^  —  p^)  Arten  gewählt  werden  kann.  So  geht  es 
weiter;  man  sieht,  daß  die  r  Elemente  der  Basis  auf 

{f  -l)ip'-  p)  ip'-p')...  {f  -  f-') 

Arten  gewählt  werden  können. 

§  73.  Die  Gruppe  (II)  des  §  71  bietet  noch  eine 
bemerkenswerte  Erscheinung  dar.  Es  wird  nämlich  jeder 
Operator  der  Gruppe  durch  jeden  anderen  der  Gruppe  in 
eine  seiner  Potenzen  transformiert.  So  hat  man  z.  B.  in 
der  dortigen  Bezeichnung  die  Eelationen 

a'^ha^h^     und     h'^ ah  ^  a^  , 

und  es  folgt  leicht  die  ausgesprochene    Eigenschaft    aus 
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der  Betrachtung  und  unter  Benutzung  des  zugehörigen 
Cayleyschen  Quadrats.     Man  findet 

&-i(a&)&  =  (a&)3,    &-i(a2&)&  =  (a2&)3,    h-^{aH)b  =  {any  , 

a~^{ah)a'^  =  ah  ,     a~-{a'^h)  a'^^ a'^h  ,      a~'^{a^h)a^  =  a^h  , 

Bei  der  Gruppe  (I)  des  §  71  besteht  diese  Eigenschaft 
nicht.     Man  hat  z.  B.  bei  ihr 

a~^{ah)a  =  ba=^  a^h  , 

und  wegen  {ah)-=l  ist  die  rechte  Seite  a^h  nicht  als 
Potenz  von  ab  ausdrückbar. 

Gruppen  der  angegebenen  Eigenschaft  stehen  den 
Ab  eischen  besonders  nahe;  sie  können  als  eine  Erweite- 
rung von  diesen  betrachtet  werden.  Nach  Dedekind 
heißen  sie  Hamiltonsche  Gruppen,  Jede  Abelsche 
Gruppe  ist  demnach  eine  Hamiltonsche,  aber  nicht  um- 
gekehrt. Die  Gruppe  (II)  des  §  71  ist  die  einfachste  nicht- 
Abelsche  unter  den  Hamiltonschen  Gruppen.  Sie  führt 
den  iSTamen  Quaternionengruppe.  Diese  Bezeichnung 
rechtfertigt  sich  aus  den  folgenden  Betrachtungen. 

In  der  Theorie  der  komplexen  Zahlen  werden  vier 
Einheiten  benutzt,  +1  und  4;i,  zwischen  denen  die  Be- 
ziehung t^  =  —1  besteht.  In  der  von  W.  E.  Hamilton  be- 
gründeten Theorie  der  Quaternionen  treten  zu  diesen  Ein- 
heiten noch  vier  neue  +j  und  +A;,  und  die  Verbindung 
der  acht  Einheiten  untereinander  wird  durch  folgendes 
Schema  festgelegt: 

ij  =  'k,     jTc  =  i,     Ici  =  j  ', 

ji  =  —'k,     i'k  =  —j,     1cj  =  —i. 

Wir  erhalten  als  Multiplikationstabelle,  in  der  das 
Eingangsglied  Links  den  ersten  Faktor  und  das  Eingangs- 
ghed  oben  den  zweiten  Faktor  angibt,  für  diese  acht 
Einheiten  durch  die  eben  aufgestellten  Beziehungen 
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Setzt  man  hierin 

i  =a  ,     i  =  &,     k  =  ab  , 

so  geht  (III)  in  (II)  aus  §  71  über,  d.  h.  die  abstrakte 
Gruppe  (II)  ist  der  Multiplikatorgruppe  der  acht  Quater- 
nioneneinheiten  einstufig  isomorph. 

§  74.  Sind  a  und  h  zwei  nicht  vertauschbare  Ope- 
ratoren einer  Hamiltonschen  Gruppe,  so  muß  zwischen 
ihnen  eine  Gleichung  von  der  Form 

(12)  a-Ha^V  (w>l) 

bestehen.     Aus  ihr  folgert  man  leicht 


(13) 


Aus  der  letzten  Formel  kann  man  schließen,  daß, 
wenn  a  und  h  zu  Ordnungen  p*  und  p^,  also  Potenzen 
derselben  Primzahl  p  haben,  daß  dann  für  a  •  b  das  gleiche 
der  FaD  ist.     Denn  nehmen  wir  zuerst  x  =  p°^,  dann  folgt 

und  erheben  wir  ferner  diese  Gleichung  zur  pHen  Potenz, 
so  ergibt  sich 

(a&)P*+^  =  l  ; 

demnach  ist  die  Ordnung  von  (a  b)  ein  Teiler  von  p'^+^, 
d.  h.  selbst  wieder  eine  Potenz  der  Primzahl  p  .  Nun 
beruhte  gerade  auf  diesem  Umstände  der  in  §  66,  S.  83 
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gegebene  Beweis  des  Theorems  von  der  Zerfällung  Abel- 
scher  Gruppen  in  ein  direktes  Produkt.  Hier  können  wir 
genau  ebenso  vorgehen  zur  Bestätigung  des  Theorems :  Jede 
Hamiltonsche  Gruppe  G  der  Ordnung  p""  -  q^ •  r"  •  .  .  ., 
wobei  p  ,  q,  r,  .  .  .  voneinander  verschiedene  Prim- 
zahlen bedeuten,  läßt  sich  als  direktes  Produkt 
Hamiltonscher  Gruppen  P,  Q,  R,  ...  darstellen, 
derenOrdnungen  diePrimzahlpotenzen  /;*,  g^,  r>',. . . 
sind.     Es  ist  also 

G  =  P-Q-R  ...  , 

wo  P  aus  aUen  Operatoren  von  G  gebildet  wird,  deren 
Ordnung  eine  Potenz  von  p  ist,  usw. 

§   75.      Bedeuten   a   und   h    zwei    Operatoren    einer 
Hamilton  sehen  Gruppe  G,  so  ist 


Hieraus  folgt 


aiöa  =  &"',     &-!«&  =  «" 


(a-i&a)  '  =  ö- 


r  a-n-^ah  =  a-i(&-ia&)  =  a-ia"  =  a« 


(14) 

d.  h.  a'^h^^  ah  gehört  sowohl  zu  der  zyklischen  Gruppe  {«}  , 
wie  zu  der  zyklischen  Gruppe  {b)  .  Sind  nun  a  und  b  ver- 
schiedenen Gruppen  P,  Q,  B ,  ...  entnommen,  so  haben 
{a}  und  {b}  nur  den  Einheitsoperator  gemeinsam,  und  es  ist 

a~^b-^  ab  =1     oder     ba  =  aby 

d.  h.  alle  Operatoren  einer  jeden  der  Gruppen  P, 
Q,  Bf  ...  sind  mit  allen  Operatoren  aller  anderen 
dieser  Gruppen  vertauschbar.  Da  durch  diese  Ver- 
tauschbarkeit  die  Verbindung  zwischen  den  Operatoren 
der  einzelnen  Gruppen  P,  Q,  B,  . .  .  hinsichtlich  der  Kom- 
positionsvorschriften hergestellt  wird,  so  ist  die  Konsti- 
tution der  Gruppe  und  ihr  Cayleysches  Quadrat  voll- 
kommen bekannt,  wenn  die  der  einzelnen  Teiler  P,  Q , 
Bf  ...  von  Primzahlpotenzordnung  p'^,  q^,  r''',  ...  fest- 
steht. Es  reicht  also  aus,  Hamiltonsche  Gruppen  der 
Ordnung  2^^  zu  untersuchen. 

Haben  a  und  b  die  Ordnungen  p"  bzw.  p'',  so  folgt 
aus  (14)  sofort  wegen  &-'»+^  =  a""^,  daß  die  beiden  zykli- 

Netto,  Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  7 


98  7-  Kapitel,  §  75-§  78. 

sehen  Gruppen  {a} ,  {b}  außer  der  Einheit  noeh  andere 
Operatoren  gemeinsam  haben.  Der  in  (14)  eingeführte 
Operator  a~^h'^ab  ist  von  R.  Dedekind,  der  diese 
Theorie  begründete,  als  Kommutator  von  a  und  h  be- 
zeichnet worden.  Er  ist  als  a""^  mit  a  und  als  &-"'+i 
mit  b ,  also  mit  allen  Operatoren  von  {a ,  b}  vertausch - 
bar.     Der  Kommutator  von  b  und  a  ist 

&-ia-i&a-  {a-'b-^ab)-^  . 

R.  Dedekind  hat  gezeigt,  daß  nur  für  p  ^  2  nichtver- 
tauschbare  Hamiltonsche  Gruppen  einer  Primzahlpotenz- 
ordnung p^  bestehen.  Uns  würde  das  Eingehen  auf  diese 
interessanten  Untersuchungen  zu  weit  führen. 


7.  Kapitel. 

Sätze  von  Sylow  und  von  Frobenius. 

§  76.  Wir  haben  in  §  23,  S.  36  bewiesen,  daß  die 
Ordnung  r  einer  Gruppe  G  ein  Vielfaches  der  Ordnung  n 
jedes  ihrer  Operatoren  ist,  sowie  auch  jedes  ihrer  Teiler. 
Diese  Sätze  sind  nicht  ohne  weiteres  umkehrbar,  d.  h. 
wenn  n  ein  Teiler  von  r  ist,  so  gibt  es  in  G  nicht  stets 
einen  Operator  oder  auch  eine  Untergruppe  von  der  Ord- 
nung n .  Beispielsweise  hat  die  alternierende  Substitu- 
tionengruppe von  vier  Elementen  (die  in  §  11,  S.  14  an- 
gegeben ist),  die  Ordnung  r=12;  aber  sie  enthält  weder 
einen  Operator  noch  eine  Untergruppe  von  der  Ord- 
nung n  =  6  .  Dagegen  ist,  wie  Cauchy  gezeigt  hat,  die 
Umkehrung  richtig,  wenn  n  gleich  einer  Primzahl  p  wird, 
d.  h.  es  besteht  der  Satz:  Besitzt  die  Ordnung  r  einer 
Gruppe  den  Primzahlfaktor  j) ,  so  enthält  diese 
Gruppe  einen  Operator  der  Ordnung  p;  und  ebenso 
gilt  folgende,  von  Sylow  herrührende  Verallgemeinerung: 
Ist  die  Ordnung  r  einer  Gruppe  durch  die  Prim- 
zahlpotenz 2>*  teilbar,  so  enthält  diese  Gruppe 
einen  Teiler  der  Ordnung  2^*-  An  die  Beweise  dieser 
Theoreme,  die  wir  im  vorliegenden  Kapitel  behandeln 
werden,  schließen  sich  naturgemäß  die  Sätze  an,  die 
G.  Frobenius  erweiternd  und  ergänzend  gegeben  hat. 
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§  77.  Für  Abelsche  Gruppeu  gilt  die  Umkehrung 
des  obigen  Satzes  in  voller  Allgemeinheit:  Ha-t  die  Ord- 
nung r  einer  Abelschen  Gruppe  den  Faktor  w,  so 
enthält  die  Gruppe  auch  Teiler  der  Ordnung  n . 
Nach  den  Darlegungen  von  §  66,  S.  83  reicht  es  aus,  den 
Beweis  für  eine  Abelsche  Gruppe  der  Ordnung  r  =  p* 
und  einen  Teiler  der  Ordnung  n  =  pi^  (ß  ^  (x)  zu  führen. 
Wir  betrachten  die  Darstellung  der  Operatoren  einer 
solchen  Gruppe  durch  eine  Basis  (§  67,  S.  86)  % ,  «2  5 
.  .  . ,  a„  in  der  Gestalt 

al^a^  ...a;o       {x,  =  1,  2,  .  ..,/>"'  ;  ?<,  =  1,  2,  .  ..,p^^-  ;  .  .  .) 

(i?i  +  7^,  +  •  •  •  +  Wo  =  a)  . 

Nun  bestimmen  wir  q  Operatoren  h^,  b, ,  .  .  .,  h^  durch 
die  Gleichungen 

wobei   die  Wahl   der  Exponenten   nur  der  Beschränkung 

o-{-x-}-...-\-a>^(X  —  ß 

unterworfen  sein  soll.  Dann  haben  öj ,  b.^  ,  .  .  • ,  b^  die 
Ordnungen  2?"»-'",  j)^''"",  •  •  •>  2>"e"";  also  liefern  die  Potenz - 
Produkte  der  b^,  bo ,  ...,  b^  eine  Abelsche  Gruppe  von 
der  Ordnung 

und  dies  ist  eine  der  Untergruppen,  deren  Existenz  oben 
behauptet  worden  war. 

§  78.  Wir  schieben  hier  die  Herleitung  einer  von 
Frobenius  gegebenen  Hilfsformel  ein,  deren  wir  später 
bedürfen. 

G  sei  eine  Gruppe  der  Ordnung  r;  H  und  K,  von 
der  Ordnung  s  bzw.  t ,  seien  zwei  Teiler  von  G.  Aus  G 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Operator  g ,  bilden  mit  g 
den  Komplex  HgK,  der  aus  S't  Operatoren  besteht  und 
fragen,  wieviel  verschiedene  Operatoren  in  diesem  Kom- 
plexe der  s  •  t  Operatoren  vorkommen.  Aus  der  Annahme 
der  Gleichheit 

hl  g  Ici  =  1^  g  ^2  , 

7* 


100  7.  Kapitel,  §  78— §  79. 

wo  hl ,  h2  Operatoren  aus  H  und  fej ,  k.^  solche  aus  K  be- 
deuten, folgt 

\  g~^h9  =  K^  ' 

Nun  gehört  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  zu  den 
Operatoren  der  Gruppe  g~^  H  g  und  die  rechte  zu  K;  also 
beide  zur  Gruppe  L  =  }g^  Hg,  K{.  Dieses  L  möge  die 
Ordnung  u  haben.  Dann  sind  von  den  s  •  t  Operatoren 
aus  HgK  je  u  einander  gleich.  Es  ergibt  sich  nämlich 
umgekehrt  für  jedes  l^,  aus  der  Gruppe  L  die  Kelation 

{\9ho~^)g{K''K)  =  KqK, 

wobei  wegen  gLg~^  =  }H,  gKg-^{  der  Operator  gho  \ 

also    auch    Ji^glag^^    der    Gruppe  7?,    dagegen    l~^1c    der 

Gruppe  K  angehört.     Folglich  liefert  der  Komplex  HgK 

s  t 
genau  '- —  verschiedene  Operatoren,  und  dabei  kommt  jeder 

genau  w-mal  unter  den  HgK  vor. 

Ist  g'  ein  nicht  in  HgK  vorkommender  Operator, 
so  haben  die  beiden  Komplexe 

HgK     und     Hg'K 

ersichtlich  keinen  gemeinsamen  Operator. 

Folglich  kann  man  die  Operatoren  von  G  in  Klassen 
verteilen,  indem  man  zwei  Operatoren  dann  und  nur  dann 
zu  der  gleichen  Klasse  rechnet,  wenn  sie  beide  in  demselben 
Komplexe  HgK  vorkommen.  Die  Anzahl  der  Komplexe 
bei  G  sei  n  und  die  Zerlegung  von  G  in  einzelne  Klassen 
liefere 

G=^Hg,K-{-Hg,K+  ...  +Hg,K. 

Diese  Darstellung  heißt  die  Zerlegung  von  G  nach  dem 

Doppelmodul  E,  K. 

s  t 
Die  Klasse,    die  qx    enthält,   liefert  —   verschiedene 

Ux 

Operatoren  und  zwar  einen  jeden  u^  mal,  wo  Uf.  die  Ord- 
nung der  Gruppe 

L,^}g,:'Hg,,K{ 
bedeutet. 


Sätze  von  Sylow  und  von  Frobenius.  101 

Setzt  man  die  Ordnung  r  von  G  gleich  der  Summe 
aus  den  Anzahlen  der  Operatoren  in  den  einzelnen  Klassen, 
so  entsteht 


(2) 


st    ,    st    ,  ,    st 

\ \-  ■'■  -\ =  r  , 

11  1  r 

11,  11.,  1(„  s  •  t 


Dabei  ist  ?<i  seiner  Bedeutung  nach  ein  Divisor  der  Ord- 
nung t  von  K;  wir  können  daher  mit  ganzzahligen  /;. 

(3)  t=fiUi  =  f^U.,+    ...    =  fn  Un 

setzen,  wo  /}.  der  Index  des  Teilers  Lf.  bezüglich  K  ist. 
Führen  wir  diese  Zahlen  f\,  f., ,  .  .  . ,  /"„  in  (2)  ein,  so  ent- 
steht die  Gleichung 

w  /;  +  /;  +  ...  +fn-~' 

§  79.  Ist  die  Ordnung  r  =  j)'' •  q  der  Gruppe  G 
genau  durch  die  ccte  Potenz  der  Primzahl  p  teil- 
bar, so  enthält  G  einen  Teiler  der  Ordnung  />« . 
(I.  Satz  von  Sylow.) 

Wir  benutzen  die  in  §  39,  S.  56  gegebene  Verteilung 
der  Operatoren  von  G  in  Transform atiouskomplexe  seiner 
Operatoren  und  erhalten  für  die  Ordnung  von  G  die  Be- 
stimmung 

(5)        ,•  =  p« .  o  =  1  +  a,  -f  aa  +  .  .  .  +  0,5  -f  .  .  .  -f  at  . 

In  dieser  Gleichung  bezieht  sich  jedes  os  auf  einen  Ope- 
rator gs  von  G,  und  zwar  zeigt  os  die  Anzahl  der  von- 
einander verschiedenen  Operatoren  an,  in  die  g^  durch 
sämtliche  Operatoren  von  G  transformiert  wird,  also  der 
voneinander  verschiedenen,  die  G~^ g^G  enthält.  Daher 
(S.  54)  ist  Oj  der  Index  der  Zwischengruppe  J^  von  (/^ 
in  G .      Bezeichnen  wir  mit  iä   die  Ordnung  von  J^ ,   so 

T 

wird  ö^  =  —  und  (5)  liefert  die  Gleichung 

(5a)  r  =p«ß  =  l  +  ^  +  ^+  ...  +f  . 

In   G    mögen    genau   li   selbstkonjugierte   Operatoren 
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vorkommen,  etwa  1,  f/^,  ,  g.,  ,  ...,  g/,\  für  jeden  von 
diesen  gf;.  fällt  die  Zwiscliengruppe  J;.  mit  G  zusammen, 
cx  mit  1  und  r  mit  ?';. .  {^^, ,  9:-. ,  ■  •  • ,  9h}  ist  eine  Abel- 
sche  Gruppe  fl^. 

Faßt  man  nun  in  (5a)  die  Brüche  zusammen,  die 
wegen  r  =  i),  den  Wert  1  haben ,  so  entsteht  die  Um- 
formung 

Die  hier  noch  auftretenden  is  sind  eigentliche  Teiler 
von  2^'^  •  ß  =  r,  also  i^  <  r . 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zum  Beweise 
des  ausgesprochenen  Sylowschen  Satzes  über;  wir  wollen 
ihn  durch  Induktion  liefern. 

Wir  nehmen  an  erster  Stelle  an,  daß  die  Ordnung  li 
von  H  nicht  durch  j)  teilbar  ist;  dann  folgt  aus  (6),  daß 
mindestens  einer  der  auf  den  ersten  Summanden  folgen- 
den Brüche  rechts  zu  j)  teilerfremd  sein  muß;  und  das 
entsprechende  is  des  Nenners  enthält  dann  den  Faktor  jd*  . 
Daher  hat  Js  die  Ordnung  p^  •  ijo  mit  Qo'C  Q  i  weil  id  ein 
echter  Teiler  von  r  ist.  Es  ist  also  die  Frage  auf  Gruppen 
niederer  Ordnung  zurückgeführt. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  h  sei  durch  eine  Potenz 
von  p  und  zwar  genau  durch  p^  bei  ß>  0  teilbar.  Für 
ß  =  a  wäre  H  ein  Teiler,  und  da  H  eine  Abelsche  Gruppe 
ist,  so  wäre  nach  §  77  der  Satz  bewiesen.  Wir  haben 
daher  nur  noch  den  Fall  ß  <.  oc  zu  betrachten.  Die 
Abelsche  Gruppe  H  in  G  hat  also  eine,  genau  durch  pf^ 
teilbare  Ordnung  (ß  <  a) .  H  ist  in  G  selbstkonjugiert; 
folglich  kann  man  die  FaktorgTuppe  G  H  =  F  bilden. 
Diese  Gruppe  ist  isomorph  zu  G  und  ihre  Ordnung 
=  P"~^?ü;  ^Gr  Isomorphismus  von  G  zu  F  ist  p^-stufig. 
Gilt  unser  Satz  für  /',  dann  folgt,  daß  G  einen  Teiler 
der  Ordnung  p«-ß  .pß  =  p^  hat  (§  30,  S.  44). 

Das  Theorem  ist  demnach  bewiesen,  wenn  es  für 
Gruppen  der  Ordnung 

p'^  q'     oder     pß  Qq  {Q'<Q'iß<^) 

richtig  ist. 

Gelangt  man  aber  bei  den  obigen  beiden  Reduktionen 
auf  ^y  =1'  so  ist  der  Satz  klar;  gelangt  man  auf  ß  =  0, 
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ebenfalls.  Damit  ist  die  Eichtigkeit  des  Theorems  nach- 
gewiesen. 

§  80.  Nachdem  so  dargetan  ist,  daß  G  einen  Teiler  H 
der  Ordnung  p*  hat,  wenn  p""  die  höchste  in  r  aufgehende 
Potenz  der  Primzahl  j)  ist,  nehmen  wir  an,  es  gebe  in  O 
noch  einen  anderen  Teiler  K  der  gleichen  Ordnung  1  =  ^°^. 
Wir  wenden  auf  G,  H,  K  die  Formel  (4)   aus  §  78   an: 

WO  Q  teilerfremd  zu  iJ  ist.  Jedes  fx  ist  ein  Teiler  von 
t  =  p^,  also  selbst  eine  Potenz  von  p.  Folglich  muß 
mindestens  eins  der  fx  den  Wert  1,  und  der  zugehörige 
Bruch 

t 

h 

d.  h.  die  Ordnung  von  )g[^ngx,  K{  den  Wert  t  =  p'^ 
haben.  JSTun  ist  t  ==  p°'  die  Ordnung  von  K ;  also  wird 
K  in  gi^Hg)^  enthalten  sein.  Der  gleichen  Ordnungen 
halber  folgt  daher 

K^g^'Hgx, 

d.  h.  K  ist  eine  Transformierte  von  H.  So  kommen  wir 
auf  das  folgende  Eesultat:  Alle  Teiler  H  der  Ord- 
nung p""  von  G  bilden  ein  einziges  konjugiertes 
System,  d.  h.  alle  können  durch  G'^HG  aus  einem 
beliebigen  unter  ihnen  hergeleitet  werden.  (II.  Satz 
von  Sylow.) 

§  81.  Wir  betrachten  jetzt  die  Zwischengruppen  Jx 
der  Hx  in  G.  Die  Hx  sind  die  Teiler  der  Ordnung  p" 
in  G  von  der  Ordnung  p"^  •  q  ,  wo  q  teilerfremd  zu  p  ist. 
Die  Ordnung  von  Jx  ist  ein  Vielfaches  von  />'*  und  ein 
Teiler  von  p"^  q  .  Die  Ordnungen  von  J^ ,  J^  ,  Jg  ,  ... 
sind  einander  gleich,  wie  aus  den  Resultaten  des  vorigen 
Paragraphen  erhellt,  daß  die  Hi,  H,  ,  U.^ ,  .  .  .  zueinander 
konjugiert  sind.  Die  Ordnung  von  H^  sei  p"'  •  m ,  ferner 
sei  Q  =  m  '  Ml ,  also  r  =  p'^ mm^.  Die  Zwischengruppe  Jx 
kann  nur  eine  einzige  Gruppe  Hx  des  Transforma- 
tionskomplexes 

G-^HxG 
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enthalten.  Käme  nämlich  in  J;.  noch  ein  zweites  JBT^ 
vor,  so  wäre,  weil  J;.  alle  und  nur  die  mit  H),  vertausch- 
baren Operatoren  von  G  enthält,  J^  ^  H^  J^  =  Hp ,  also  auch 

H-^  E,.  H,,  =  5;.     und     H^.  H^  =  H,,  H;.  ; 

bezeichnen  wir  die  Ordnung  von  )ff;i ,  H^{  mit  pi' ,  so  ist 
die  Ordnung  von  {Hx ,  H^}  nach  §  40,  S.  57  gleich 

Da  {fl"/. ,  JB^„)  ein  Teiler  von  (7  ist.  und  da  G  die  Ord- 
nung 2>"  •  ^  hat,  so  muß  ß  =  a  werden,  d.  h.  H^  fällt  mit 
H^,  zusammen. 

Damit  ist  zugleich  auch  bewiesen:  Jede  der  kon- 
jugierten Gruppen  H^,  kommt  nur  in  einer  der 
konjugierten  Zwischengmppen  J;.  vor.  Denn  wäre 
z.  B.  E)_  gleichzeitig  in  J;.  und  in  J^^  =  QÖ^J^-Oo  enthalten, 
so  enthielte  g^^JiQo  außer  H?.  noch  g^^H^.gQ.  Das  ist 
aber  =}=fl';. ,  da  g^^  nicht  zu  Jx  gehört.  Das  widerspräche 
dem  zuerst  bewiesenen  Satze. 

Nun  wenden  wir  die  Formel  (4),  §  78  derart  au,  daß 
wir  die  dortigen  Bezeichnungen 

G,  H,  K;     r,  .9,  / 
jetzt  durch 

G,  J,  H  ;     p°'mmi,  p^  m  ,  p"^ 

ersetzen.  Die  Ordnung  n-^  der  Gruppe  }gr^Jg;_,  II{  ist 
ein  Teiler  der  Ordnung  von  H,  d.  h.  von  p"^ .  Diese 
wird  für  g;,  ==- 1  zu  «;.  =  p°' ;  für  jedes  andere  gf;. ,  das  nicht 
in  J  enthalten  ist,  folgt  ux  <  p"" ,  da  H  nicht  auch  ein 
Teiler  von  g^^Jg^  sein  kann.  Daher  wird  eins  der  /^ 
gleich  1 ,  die  anderen  dagegen  werden  von  1  verschiedene 
Potenzen  von  p  .     Somit  liefert  (4)  §  78 

1^  py  -y  p^  +  ...  -=^  =  m,  =  1  +  p  Ä- 

oder 

(7)  r  =  2)"m{l  +  j)  t)  . 

So  kommen  wir  auf  das  weitere  Eesultat: 
Die    Anzahl    der    Gruppen  H  der  Ordnung  />*, 
die  in  G  enthalten  sind,  ist  kongruent  1  modulo  p; 
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denn  jeder  der  my  Gruppen  Jx  entspriclit  eine  Gruppe  Ex . 
(III.  Satz  von  Sylow.) 

§  82.  Frobenius  hat  weiter  nachgewiesen:  Ist  n 
ein  Teiler  der  Ordnung  r  einer  Gruppe,  so  ist  die 
Anzahl  der  Operatoren  dieser  Gruppe,  deren  Ord- 
nung in  n  aufgeht,  ein  Vielfaches  von  n .  Alle  diese 
Operatoren  können  auch  dadurch  gekennzeichnet  werden, 
daß  sie  der  Gleichung  a;"  =  1  genügen,  daß  also  die  nie 
Potenz  eines  jeden  gleich  dem  Einheitsoperator  wird. 

Wir  betrachten  beispielsweise  die  Gruppe  6ter  Ord- 
nung (5)  aus  §  17,  S.  27 


a 

h 

c 

d 

e 

f 

a 

a 

b 

c 

d 

e 

f 

h 

b 

c 

a 

e 

f 

d 

c 

c 

a 

b 

f 

d 

e 

d 

d 

f 

e 

a 

c 

b 

e 

e 

d 

f 

b 

a 

c 

f 

f 

e 

d 

c 

b 

a 

In  ihr  sind  von  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  bzw. 
die  Operatoren 

«;     ä,  e,  f;     b,  c, 

und  es  genügen  daher  den  Gleichungen 

x^  =1  der  Operator  a; 

a;2  =  1  die  Operatoren  a ,  d,  e ,  f; 

x^  =  1  die  Operatoren  a ,  b  ,  c  . 

Hier  weist  sich  daher  der  Satz  als  richtig  aus;  das 
gleiche  findet  offenbar  für  alle  Gruppen  von  Primzahl- 
ordnung statt.  Auch  für  zyklische  Gruppen  ist  er  gültig; 
denn  handelt  es  sich  um  G  =  {g}  mit  g^  =  1  als  niedrigster 
Potenz,  die  dem  Einheitsoperator  gleich  wird,  so  hat  für 
den  Teiler  n  von  r  die  Gleichung 

a;«  =  l 


als  Lösungen  die  n  Operatoren 

X 

und  nur  diese 


x  =  g'-»,  g''-'',  g'^-^, 
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Den  Beweis  für  den  allgemeinen  Satz  führen  wir 
durch  strenge  Induktion.  Wir  nehmen  an,  der  Satz  sei 
für  alle  Gruppen  richtig,  deren  Ordnung  r'<r  ist;  und 
bei  den  Gruppen  der  Ordnung  r  für  alle  Teiler,  deren 
Ordnung  n'yn  ist.  Diese  letzte  Annahme  dürfen  wir 
machen,  da  das  Theorem  für  71  =  r  klar  ist. 

Es  sei  nun  eine  Gruppe  G  der  Ordnung  r  vorgelegt; 
n  soll  ein  eigentlicher  Teiler  von  r,  also  n<r  sein.    Der 

T 

Bruch   —    möge   den   Primfaktor   p    haben,    und    n    sei 
n 

=7)^"'  •  s ,  wo  s  teilerfremd  zu  1)  ist;  r  ist  demnach  durch 

f^  teilbar.     Nach   der   zweiten  Annahme  ist  die  Anzahl 

der   Wurzeln   von  a"^  =  1    ein   Vielfaches   von   n p ,    also 

von  n  .    Kann  gezeigt  werden,  daß  die  Anzahl  derjenigen 

von  diesen  Operatoren,  die  nicht  schon  a?"  =  1  befriedigen, 

auch  ein  Vielfaches  von  n  ist,  so  muß  die  Anzahl  der  übrig 

bleibenden,  d.  h.  aller,  die  da  Wurzeln  von  a?"  =  1  sind, 

auch   ein  Vielfaches   von  71   sein.     Damit   wäre   also   der 

Beweis  des  Satzes  geliefert. 

Den  Komplex  dieser  Operatoren,  für  die 

(8)  a?«  zjr  1     aber     x^^p  =  1 

wird,  bezeichnen  wir  mit  K  und  weisen  nach,  daß  die 
Anzahl  der  zu  K  gehörenden  Operatoren  sowohl  durch  p'- "  ^ 
wje  auch  durch  s  teilbar  ist;  denn  dann  ist  ihre  Anzahl 
auch  durch  n  =  p^-^  •  s  teilbar,  da  p  und  s  teilerfremd  sind. 
I.  Die  Anzahl  der  Operatoren  von  K  ist  durch 
p^~^  teilbar.  Beweis:  Die  Ordnung  jedes  Operators  fc^ 
von  K  ist  wegen  (8)  ein  Teiler  von  np  =  p^-  s ,  aber  kein 
Teiler  von  n  =  p^~^  s .  Also  ist  jede  solche  Ordnung 
=  p^-  Sf, ,  wo  s^,  einen  Teiler  von  s  bedeutet.  Wir  teilen 
nun  die  Operatoren  fc^  von  K  in  Klassen  ein,  indem  wir 
zwei  Operatoren  dann  und  nur  dann  zur  gleichen  Klasse 
rechnen,  wenn  jeder  eine  Potenz  des  anderen  ist.  Dann 
gehören  zur  Klasse  eines  Ic^  die  und  nur  die  Potenzen 
von  Tc^ ,  deren  Exponenten  teilerfremd  zur  Ordnung  von  Tc^ 
sind,  d.  h.  zu  p^-Sg,.  Das  sind  der  Zahl  nach,  wenn  9? 
die  bekannte  zahlentheoretische  Funktion  bedeutet, 
(pip^Sfj)  Operatoren,  also  ein  Vielfaches  von  p^-^ .  Da 
jeder  Operator  nur  einer  Klasse  angehört,  so  ist,  wie  be- 


Sätze  von  Sylow  und  von  Frobeuius.  107 

wiesen  werden  sollte,  die  Anzahl  aller  Operatoren  von  K 
ein  Vielfaches  von  j^'''^  • 

II.  Die  Anzahl  der  Operatoren  von  Jf  ist  durch  s 
teilbar.  Beweis:  Die  Ordnung  jedes  Operators  Tcg  aus  K 
ist  p^-  So ,  wo  Sf,  ein  Divisor  von  s ,  also  teilerfremd  zu  p 
ist.  Nach  §  15,  S.  18  ist  jedes  fc«  auf  eine  und  nur  eine 
Art  als  ein  Produkt  «« •  &o  darstellbar,  bei  dem  a„  die 
Ordnung  p^-,  h^  die  Ordnung  So  hat,  a,,  und  h^,  miteinander 
vertauschbar  sind.  Folglich  kommt  fc^  =  a^  h^  in  der  zu 
dem  Operator  an  gehörigen  Zwischengruppe  Jo  vor.  (Um 
.Irrtümern  zu  begegnen,  heben  wir  hervor,  daß  J^  nicht 
die  Zwischengruppe  zu  dem  Teiler  («o)  ist.  Diese  ist  all- 
gemeiner; die  zu  ihr  gehörigen  Operatoren  dürfen  «„  in 
eine  Potenz  a^  transformieren;  unser  Jo  dagegen  trans- 
formiert ttf,  in  sich  selbst.) 

Sucht  man  daher  alle  a^  auf,  d.  h.  alle  Operatoren 
der  Ordnung  p^-  in  G,  und  bestimmt  für  jedes  dieser  «„ 
die  Gruppe  J^  aller  mit  «.,  vertauschbaren  Operatoren,  so 
enthalten  die  so  bestimmten  Jo  alle  Operatoren  von  K 
und  zwar  jedes  \  =  a„  &«  nur  einmal,  da  a^  und  ho  durch 
das  kg  eindeutig  bestimmt  sind,  §  15,  S.  18. 

Wir  betrachten  deshalb  ein  k^  =  a^  h^  und  die  Gruppe  J^  . 
Der  Kürze  wegen  unterdrücken  wir  den  Index  q  .  Die  Ord- 
nung von  J,  die  ein  Vielfaches  der  Ordnung  von  a  ist, 
möge  p^t  sein.  Die  Ordnung  jedes  k  ist  ein  Teiler  von  p^s  . 
Also  ist  die  Ordnung  jedes  in  unserem  J  vorkommenden  k 
gleichzeitig  Teiler  von  p'-  s  und  von  2^''  ^ »  also  von  p^-  u , 
wenn  u  den  größten  gemeinsamen  Divisor  von  s  und  t 
bedeutet.  Alle  k  ,  die  inj  auftreten,  sind  demnach  Wurzeln 
der  Gleichung  a^** '  ■ "  =  1 . 

Nun  ist  die  Anzahl  derjenigen  Operatoren  h  in  J  zu 
bestimmen,  die  bei  der  erwähnten  Zerfällung  von  ä;  in  a  •  h 
ein  h  liefern,  das  der  Gleichung  x"  =  1  genügt. 

Da  {a}  selbstkonjugiert  in  J  ist,  so  gibt  es  eine 
Faktorgruppe  7'=J/{a},  zu  der  J  in  2^^- -  stufigem  Iso- 
morphismus steht.  Die  Konstitution  dieser  Gruppe  ent- 
nehmen wir  aus  der  Darstellung 

(9)  I  '^  ^  ^"^^  "^  ^' ^*^  +  «3 {a>  +  .  .  .  +  Ci{a} 

\      ^  Yi  +  7-2  +  y.i  +  •  ■  ■  +  Yt  , 
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indem  wir  die  y^,  y^^  ^g ,  .  .  . ,  7,  als  Operatoren  von  F 
auffassen  und  y^  den  Einheitsoperator  in  F  bedeuten  lassen. 
Weil  die  Ordnung  von  F  niedriger  ist  als  die  von  G,  so 
gilt  nach  der  ersten  Annahme  für  F  und  die  Teiler- 
ordnung u  der  zu  beweisende  Satz.  Es  gibt  somit  w  •  v  Ope- 
ratoren in  7^,  deren  Ordnung  ein  Teiler  von  1/  ist,  so  daß 
sie  die  Gleichung  a-"  ==  1  befriedigen.  Sei  ;'«  ein  solcher, 
für  den  also  y^  =  y^  wird,  dann  muß  wegen  des  Iso- 
morphismus die  wte  Potenz  jedes  Operators  aus  dem 
Komplexe  cj^a)  zu  dem  Komplexe  {a)  gehören;  ins- 
besondere wird  c"^  gleich  einer  Potenz  von  a,  etwa  =0'", 
sein  für  jedes  a=2,3,...,f.  oSTun  läßt  sich  e^  in  zwei 
Faktoren  zerlegen,  c«  =  a«  •  &«  ,  die  miteinander  vertauschbar 
sind,  und  von  denen  a«  als  Ordnung  eine  Potenz  von  p 
hat,  während  die  Ordnung  von  &^  zu  ]j  teilerfremd  ist. 
Wegen  der  Vertauschbarkeit  ist 

c:  =  K  &«)"  =  (««)"(&«)"  =  «", 

und  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Zerlegung  treten  die  Be- 
ziehungen ein 

{KT  =  a"  ;    KT  =  1  • 

Da  u  zu  p  teilerfremd  ist,  so  zeigt  das  erste  dieser  Re- 
sultate, daß  öi  selbst  gleich  einer  Potenz  von  a  wird, 
«a  =  a"^ ;  also  hat  man  in  (9)  für  J  die  Summanden- 
umformung 

c«{a>  -=  a« b'^{a}  =  h'^ ai{a}  =  b^{a}       {öc  =  2  ,  3  ,  .  .  .,  t)  . 

In  diesem  Komplexe  ist  h^  der  einzige  Operator,  dessen 
nie  Potenz  =1  wird;  für  alle  anderen  h'^a^  ist  die  Ord- 
nung eine  höhere,  weil  durch  p  teilbare.  Daraus  sieht  man, 
daß  (9)  in  J  wie  in  /'  genau  u  •  v  Operatoren  hat,  die 
a?"  =  1  befriedigen.  Sind  das  die  Operatoren  h.^,  h^,  .  .  . , 
so  sind  ab^,  a  63 ,  ...  die  sämtlichen  und  die  einzigen  in  J 
vorhandenen  und  in  0  zu  a  gehörigen  Tc .  Es  gibt  daher 
von  diesen  genau  u  •  v  in  J,  die  bei  der  erwähnten  Zerlegung 
den  Operator  a  als  Faktor  der  Ordnung  p^-  und  den  Ope- 
rator h  als  Faktor  der  Ordnung  u  aufweisen. 

Transformiert    man   J    durch    sämtliche    Operatoren 

T 

von  G,  so  entstehen  —^ —  zu  J  konjugierte  Gruppen  und 
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ebenso  viele  Systeme  k  von  je  U'V  Operatoren ;  also  zu- 
sammen  — -, — .  Die  Zahl  r  ist  durch  p^  •  s  und  durch  p'-  •  t 
teilbar;    demnach    durch    (p^- s  •  j)'- 1)  :  {p^  u)  = ,    also 

T  U  V 

r •  u  durch  p^st.     Um   so  mehr  ist  — -, —  ein  Vielfaches 

p^t 

von  s .  Die  so  aus  a  erhaltenen  Operatoren  ordnen  wir 
in  ein  System,  dessen  Ordnung  nach  dem  Bewiesenen 
durch  s  teilbar  ist.  Das  System  ist  durch  jeden  zu- 
gehörigen Operator  li  vollständig  bestimmt,  so  daß  zwei 
verschiedene  Systeme  keinen  Operator  gemeinsam  haben. 
Mithin  ist  die  Summe  der  Operatorauzahlen  aller  Systeme 
durch  s  teilbar. 

Damit  ist  auch  der  zweite  Teil  des  aufgestellten 
Satzes  bewiesen. 

Weil  der  Einheitsoperator  der  Forderung  x^  =^\  ge- 
nügt ,  ist  die  Anzahl  aller  Operatoren  von  G ,  die  a;"  =  1 
befriedigen ,  ein  von  l^ull  verschiedenes  Vielfache  von  n . 

§  83.  Frobenius  hat  Erweiterungen  seines  Theorems 
gefunden,  von  denen  wir,  ohne  auf  die  nicht  allzu  leichten 
Beweise  einzugehen,  die  Hauptsache  angeben  wollen. 

Wir  schicken  folgende  Definition  voraus:  Gehören  die 
Operatoren  des  Komplexes 

K  =  [gi,  02,  93,    ■  ■■,   9r,] 

sämtlich  zur  Gruppe 

(^  =  {öl,  92^  9i,   ■  ■  -1  9n,  9r,+i  ,   ■  ■     ,  9r}  y 

und  ist  für  jedes  9^  der  Gruppe  G 

G-'KG  =  g-'K9,  =  [gZ' 9,  f7.  ,  •  •  • ,  9'.' 9r,9.]  =  K  , 

so  heißt  K  ein  in  G  selbstkonjugierter  Komplex. 
Dann  beweist  Frobenius  den  Satz: 
Bilden  die  r^  Operatoren 

9ij  9-2,  9i,  •  •  •  j  9n 

in  der  Gruppe  G  von  der  Ordnung  r  einen  selbst- 
konjugierten Komplex,  so  ist  die  Anzahl  der 
Operatoren  von  G,  die  einer  der  Gleichungen 

ä;"  =  gTi  ,     a?"  =  sTa  ,     a;"  =  ^3  ,     .  .  .  ,     x""  =  gr. 
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genügeu,  durch  den  größten  gemeinsamen  Teiler 
von  r  und  n  teilbar.  Diese  Anzahl  kann  hier  auch 
gleich  IS'uU  sein,  während  die  ents])rechende  Anzahl  bei 
dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  von  Null  verschieden 
war.  Der  jetzige  Satz  geht  in  den  vorigen  über,  wenn 
man  K  =1   setzt  und  für  n  einen  Teiler  von  r  nimmt. 

§  84.  Auch  über  den  Fall,  daß  die  Operatoren  von  G, 
deren  Ordnung  ein  Teiler  von  n  ist,  nicht  nur  als  Viel- 
faches von  71 ,  sondern  genau  in  der  Anzahl  w  vorhanden 
sind,  hat  Frobenius  ein  Theorem  gegeben,  von  dem  wir 
später  noch  Nutzen  ziehen  werden.  Es  lautet:  Sind  die 
Primfaktoren  der  Zahl  a  alle  untereinander  ver- 
schieden, und  ist  jeder  Primfaktor  von  b  größer 
als  der  größte  Primfaktor  von  a,  so  gibt  es  in 
jeder  Gruppe  der  Ordnung  ab  genau  b  Operatoren, 
deren  Ordnung  in  b  aufgeht.  Auch  diesen  Satz  beweist 
er  wie  den  vorigen  durch  strenge  Induktion. 

Wir  nehmen  an,  der  Satz  gelte  für  alle  Gruppen,  deren 
Ordnung  a^'b^Ka  -b  ist,  und  für  die  Gruppen  mit  der 
Ordnung  a  •  & ,  sobald  die  Anzahl  der  in  a  aufgehenden 
Primfaktoren  <it  ist.  Dann  zeigen  wir  seine  Eichtigkeit 
auch  bei  a  und  b  für  n  Primfaktoren  von  a .  Da  er  für 
«1=2,  &i  =  3  und  bei  jeder  Ordnung  a  b  für  a  =  1  also 
11  =  0  richtig  ist,  so  reicht  dieser  Nachweis  aus,  um  die 
Gültigkeit  des  Theorems  allgemein  darzutun. 

Schreiben  wir  die  Ordnung  a  •  b  der  Gruppe  G  in  der 

Form  —  pb  ,  wo  /)  der  größte  Primfaktor  von  a  ist ,   so 

besitzt  nach  dem  als  richtig  vorausgesetzten  Satze  G  genau 
p  ■  b  Operatoren,  die  der  Gleichung  x'"''^  =-  1  genügen;  denn 

—  enthält  weniger  Primfaktoren  als  a .  Von  diesen  p-b  Ope- 
P 

ratoren  schalten  wir  die  aus,  deren  Ordnung  ein  VieKaches 
von  p  ist;  dann  bleiben  aUe  und  nur  die  zurück,  deren 
Ordnung  gleich  b  oder  gleich  einem  Teiler  von  b  ist,  also 
gerade  die,  deren  Anzahl  wir  bestimmen  wollen.  Wir 
untersuchen  daher  den  Komplex  K  der  Operatoren  h  , 
deren  Ordnung  ein  Vielfaches  von  p  und  ein  Teiler  von  p  •  b 
ist.  Die  Operatoren  y.  sind  unter  den  Operatoren  y  enthalten, 
deren  Ordnung  q  ein  Vielfaches  von  j^  ist.  Ist  ;'  einer 
von  ihnen  und  q  =-  r  •  p  seine  Ordnung,  so  ist  y''  von  der 
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Ordnung  p  .  Die  Operatoren  der  Ordnung  j)  wollen  wir  mit  ji 
bezeichnen.  Da  7  mit  y^  =  71  vertauschbar  ist,  so  gehört  y 
zur  Zwischengruppe  J  von  {tt}  in  G.  Bildet  man  daher 
alle  Gruppen  {ji}  und  zu  jeder  die  zugehörige  Zwischen- 
gruppe J,  so  sind  alle  y  und  damit  alle  x  in  den  J  ent- 
halten. Die  K  verteilen  sich  also  in  die  einzelnen  J. 
Jedes  K  tritt  nur  in  einem  J  auf,  da  durch  ein  y,  also 
auch  ein  x ,  der  Operator  n  =  y''  eindeutig  bestimmt  ist. 
Wir  werden  nun  sofort  beweisen ,  daß  alle  J  gleich- 
viele  X  enthalten.  Folglich  braucht  man  nur  zu  bestimmen, 
zunächst  wie  viele  Gruppen  J  es  gibt,  und  zweitens  wie 
viele  X  in  einem  (also  in  jedem)  J  vorkommen.  Das  Pro- 
dukt beider  Zahlen  liefert  die  gesuchte  Gesamtanzahl 
der  X ,  also  das,  was  wir  suchen. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Anzahl  der  J.  Da 
2)  als  Primfaktor  von  a  der  Annahme  nach  nur  in  der 
ersten  Potenz  in  a  &  vorkommt,  so  hat  G  Teiler  der  Ord- 
nung 2> ,  aber  keine  der  Ordnung  2>"^  •  Diese  Teiler  der 
Ordnung  ji  gehören  sämtlich  zu  demselben  konjugierten 
Systeme,  ebenso  wie  die  zugehörigen  Zwischengruppen 
(§  80,  S.  103).  Es  sei  {n}  ein  solcher  Teiler  der  Ordnung  j) ; 
seine  Zwischengruppe  J  habe  die  Ordnung  a'jy  b',  wobei 
a  =  a'a"p  und  b  =  h'b'',  also  a'p  ein  Divisor  von  a  und 
b'  ein  solcher  von  b  ist.  Dann  folgt,  daß  G  genau 
a"'b"  Gruppen  J  enthält;  da  diese  einander  konjugiert 
sind,  so  enthalten  sie  je  gleich  viele  Operatoren  x .  Damit 
ist  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Absatzes  ausgesprochene 
Behauptung  bewiesen  und  die  Anzahl  der  J  gleich  a"b" 
festgestellt. 

Wir  bestimmen  zweitens  die  Anzahl  der  x  in 
einem  J.  Der  Definition  nach  hat  x  zur  Ordnung  einen 
Teiler  von  P'b-,  da  ferner  x  in  J  vorkommt,  so  hat  x 
zur  Ordnung  einen  Teiler  von  a'pb';  also  ist  die  Ord- 
nung von  X  ein  Teiler  von  2?  •  &'  und  zugleich  nach  der 
Definition  ein  Vielfaches  von  2^  •  Die  x  kommen  folglich 
in  J  unter  den  Operatoren  vor,  deren  Ordnung  q  in  2>  •  &' 
aufgeht ;  wir  bezeichnen  diese  durch  ■}] .  Die  Anzahl  der  7j 
in  J  ist  gleich  pb';  denn  J  hat  die  Ordnung  a'pb\  die 
im  allgemeinen  <a&  ist;  und  im  besonderen  Falle  a'2>  b'==  ab 
hat  a'  weniger  Primfaktoren  als  a  =  a'a"p  .  In  beiden 
Fällen   kommen  wir  auf  die  Voraussetzungen  unseres  In- 
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duktionsschlusses  und  ersehen,  daß  J  genau  ph'  Opera- 
toren >/  einschließt.    Mit  r]  haben  zugleich  die  Operatoren 

(10)  r},rj7i,  »;-T^,   ...,  tjti^-^ 

die  charakteristische  Eigenschaft  des  tj ,  daß  ihre  Ordnung 
in  p  &'  aufgeht.  Denn  ?;  ist  mit  (ji)  vertauschbar,  da  es 
zu  J  gehört;  und  somit 

Demnach  verteilen  sich  die  bj)'  Operatoren  t]  von  J 
in  b'  Komplexe  (10)  von  je  p  Operatoren.  Es  soll  nun 
bewiesen  werden,  daß  jeder  dieser  Komplexe  (10)  genau 
(p  —  1)  Operatoren  x  enthält;  d.  h.  daß  in  jedem  Kom- 
plexe (10)  {p  —  1)  Operatoren  vorkommen,  deren  Ordnung 
durch  p  teilbar  ist,  und  einer,  dessen  Ordnung  nicht 
durch  j)  teilbar  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  zeigen  wir  zuerst,  daß  »;  nicht  nur 
mit  {jt}  ,  sondern  sogar  mit  tt.  selbst  vertauschbar  ist.    Aus 

r]~^  nr]  =  n^     folgt     j;  ~ ■*  ti  »;"  =  Ji** 

und  für  oc  =  q,  da  q  die  Ordnung  von  ?;  bedeutet, 

r]~^7iif  =^  ji  ^  JT^"^  ',     s''  ^  1     (modp)  . 

Andererseits  ist  nach  dem  F  er  matschen  Satze  auch 
gP-i  ^1  (rnodp) .  Nun  ist  q  ein  Teiler  von  pb',  also 
teilerfremd  zu  (p  —  1) ,  da  alle  Primfaktoren  von  &  größer 
als  p  sind.  Die  beiden  letzten  Kongruenzen  liefern  daher 
s  =  1  und  t]  71  =  71)] . 

Ist  jetzt  zunächst  g ,  d.  h.  die  Ordnung  von  >/ ,  nicht 
durch  j)  teilbar,  dann  gehört  7;  nicht  zu  den  x ,  dagegen 
jedes  der  weiteren  tj  71^ ;  denn  die  Operatoren  haben  für 
jedes  Ä  4=  0  eine  durch  p  teilbare  Ordnung. 

Ist  dagegen  q  =  rp  ,  so  hat  if  die  Ordnung  p  ,  ist 
also  eine  Potenz  von  71 ,  etwa  t]"  =  71^ ;  und  wenn  t  durch 
die  Kongruenz 

st  ^1     (mod/j) 

bestimmt  und  rt==u  gesetzt  wird,  rf  ^  71 .  Dadurch 
geht  (10)  in 

(10a)  ?;,  ?;"+S  »y2«+i^        ^  ,^(P-i)«+i 

über.     Ist  nun  v  die  Ordnung  von  ?y*»+i,  dann  muß 
'ü(Äw-|-l)  =  r<vÄ  +  t;     durch     q  =  rp 
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also  V  durch  /•  teilbar  sein,  v  =  rl .   Das  liefert  die  Bedingung 

l{hu  -\-l)  ^0     (mod^j)  (v  min) 

und  fordert  Z  ^  0 ,  d.  h.  v  wird  ein  Vielfaches  von  p  , 
sobald  nicht  /?  ?t  +  1  ^  0  .  Aber  diese  Kongruenz  raodulo  2> 
hat  nur  eine  Wurzel  h  =  Jiq  .  Demnach  hat  ^^^o^+i  eine 
durch  p  nicht  teilbare  Ordnung;  die  Ordnung  jedes  anderen 
Operators  aus  (10  a)  ist  dagegen  durch  p  teilbar.  Sonach 
enthält  (10  a)  wie  (10)  genau  (p  —  1)  Operatoren  x . 

Die  h'  Komplexe  (10)  enthalten  zusammen  h'(p  —  1)  Ope- 
ratoren X  ;  alle  J  zusammen  «"&''•  &'(/>  —  1)  =  «"•  b{p  —  1) . 
Das  ist  die  Anzahl  der  x  in  G;  ihr  Ausdruck  läßt  sich 
noch  vereinfachen.  Die  Gruppe  G  enthält  nämlich  j?  b  Ope- 
ratoren, deren  Ordnung  in  p  &  aufgeht;  zu  diesen  Operatoren 
gehören  die  x ;  ferner  gehört  zu  ihnen  die  Einheit,  die  in 
den  X  nicht  vorkommt.  Folglich  ist  ph>  a"h{p  —1) , 
daher  («"— 1)  (p  —  1)  <  1,  also  a"=l.  Sonach  enthält  G 
genau  (p  —  1)  •  &  Operatoren  x  ,  d.  h.  {p  —  1)  •  &  Operatoren, 
deren  Ordnung  ein  Vielfaches  von  p  und  ein  Teiler  von  p  •  b 
ist.  Ferner  gibt  es  pb  Operatoren ,  deren  Ordnung  ein 
Teuer  von  j)  b  ist;  folglich  genau  pb  —  {p—l)b  =  b,  deren 
Ordnung  in  b  aufgeht. 

§  85.  Wir  benutzen  jetzt  die  Sylowschen  Sätze  zur 
Aufstellung  aller  Gruppen  von  der  Ordnung  p  •  q ,  wo  p 
und  q  Primzahlen  bedeuten.  Da  wir  früher  §  63,  S.  80 
bereits  die  Gruppen  der  Ordnung  p-  aufgestellt  haben,  so 
können  wir  jetzt  p  -^  q  und  p  <q  annehmen.  Dann  ent- 
hält die  Gruppe  G  der  Ordnung  p  •  q  einen  Teiler  H  der 
Ordnung  q.     Nach  der  Formel  (7)  §  81,  S.  104  ist 

p-q  =  qm'{l+  gq)  , 

wo  q  m  die  Ordnung  der  Zwischengiuppe  J  von  H  in  G 
bedeutet.  Nun  wird  bei  fc  >  0  der  Faktor  {^  -\-  Qq)>  q>  p; 
also  ist  ^  =  0  und  m  =  p  ,  d.  h.  fl"  ist  ein  selbstkonjugierter 
Teiler  von  G .  Wir  setzen  E  =  {Ji} ,  wo  Ji  ein  Operator 
der  Ordnung  q  ist. 

Zufolge  des  C au chy sehen  Satzes  kommt  in  G  auch 
ein  Teiler  K  =  {k}  der  Ordnung  p  vor.  Zunächst  nehmen 
wir  an,  auch  Z^  wärein  ö  selbstkonjugiert.  Dann  sind  if  und -ff 
miteinander  vertauschbar,  und  da  sie  teUerfremd  sind,  so  ist 

G  =  {H,  E}  =  {h,  Tc)  . 

Netto,  Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  8 
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Führt  man  einen  Operator  g  =  h-  k  ein ,  so  folgt  leicht 
G  =  {g} ,  d.  h.  G  ist  eine  zyklische  Gruppe. 

Wir  betrachten  den  zweiten  möglichen  Fall,  daß  K 
nicht  selbstkonjugiert  in  G  ist.  Die  Formel  (7)  §  81,  S.  104 
gibt  hier 

1)  •  q -=  p  niiil -jr  Q^  2)) 

mit  nichtv erschwindendem  q^  .  Dann  wird  w,  =  1  und 
^1  ^  1  (modp) .  Dieser  Fall  kann  also  nur  für  q  =  QiP  -{-1 
eintreten.  Der  Operator  h  muß  H  in  sich  selbst  trans- 
formieren,  denn  H  ist  selbstkonjugiert  in  G.     Somit  ist 

und  daraus  folgt 

k'PhkP  =^h  =  h^^  , 
so  daß 

a^  ^  1     (modg)  . 

Wäre  öc  =  1 ,  so  hätte  man  hk  ==kTi;  daraus  könnten  wir 
wieder  die  Vertauschbarkeit  von  H  und  K  erschließen, 
kämen  also  auf  den  schon  behandelten  Fall.  Für  oc  muß 
daher  eine  primitive  Wurzel  der  letzten  Kongruenz  ge- 
nommen werden,  um  einen  neuen  Gruppentypus  zu  er- 
langen. Besteht  daher  eine  Gruppe  G,  so  ist  sie  durch  die 
Vorschriften 

fcP  =  1  ,  7i'  -=  1  ;     hk  =  kh'^         (p  ,  q min) 

definiert,  wo  cc  eine  primitive  Wurzel  von  a^  :^  1  (modg) 
ist.  Wie  oben,  so  schließen  wir  hier  wieder,  daß  die  Ord- 
nung der  Gruppe  =p  '  q  wird.     Aus 

hk  =  kh'*     folgt     IV'  k"  =  k" h" **"  ; 

daraus  ergibt  sich  leicht  das  Bestehen  des  assoziativen 
Gesetzes  und  damit  das  der  Gruppe  G  selbst. 

Hätte  man  statt  oc  eine  andere  primitive  Wurzel  der 
Kongruenz  oc^  ^1  (modg)  genommen,  etwa  ß ,  so  würde 
eine  Gruppe  durch  die  Bestimmungen 

kP  =  1  ,  h'i  =-1  ;     Tik  =  k¥  (p  ,  q  min) 

definiert.  Nun  kann  man  ß^  ^  oc  (modg)  setzen;  es  wird 
dabei 

hk'  =  k'h°'  , 
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imd  wenn  man  k'  ^  li\  bezeichnet,  dann  gehen  die  obigen 
Bestimmungen  über  in 

fc?  =  1 ,  /i'  =  1  ;     /t  A'i  =  Jci  /i*         (p  ,  q  min) 

Demnach  ist  die  mit  ß  gebildete  Gruppe  der  mit  (X  ge- 
bildeten einstufig  isomorph;  wir  erlangen  somit  nur  einen 
neuen  Gruppentypus,  wie  auch  cc  gewählt  werde. 

Während  die  Gruppen  des  ersten  Typus  Operatoren 
der  Ordnung  p-q  haben,  findet  das  bei  dem  zweiten 
Typus  nicht  statt.    In  der  Tat,  man  hat  im  zweiten  Falle 

Ist  v==0,  /*^0,  so  ist  es  klar,  daß  die  Ordnung  des 
Operators  gleich  q  bzw.  gleich  1  wird.  Ist  v  >  0 ,  so  muß 
wegen  des  ersten  Faktors  der  rechten  Seite  die  Ordnung 
ein  Vielfaches  von  p  sein ;  aber  schon  a  =  p  macht 
aP  —  1  ^  0  (modg) .  Somit  wird  die  Ordnung  des  Ope- 
rators gleich  p  selbst. 
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Auflösbare  Gruppen. 

§  86.  Es  läßt  sich  eine  enge  Beziehung  zwischen  jeder 
algebraischen  Gleichung  und  einer  gewissen,  aus  ihren 
Wurzeln  als  Elementen  gebildeten  Substitutionengruppe 
feststellen.  Diese  Gruppe  nennt  man  die  Gruppe  der 
Gleichung.  Aus  ihrer  Natur  läßt  sich  beispielsweise  er- 
kennen, ob  die  Gleichung  reduktibel  oder  irreduktibel  ist; 
ob  sie  als  Eliminationsresultat  einer  Unbekannten  aus 
zwei  Gleichungen  aufgefaßt  werden  kann;  ob  sie  sich  mit 
Hilfe  von  Wurzeln  auflösen  läßt.  Ist  das  letzte  der  Fall, 
so  heißt  die  Gruppe  der  Gleichung  eine  auflösbare 
Gruppe.  Das  Charakteristische  auflösbarer  Gruppen  liegt 
in  folgendem:  Eine  Substitutionengruppe  ist  auf- 
lösbar, wenn  ihre  Zahlfaktoren  der  Zusammen- 
setzung sämtlich  Primzahlen  sind.  Da  nun  die 
Zahlfaktoren  der  Zusammensetzung  sich  bei  dem  Übergange 
von  einer  Gruppe  zu  einer  einstufig  isomorphen  nicht 
ändern,  so  können  und  wollen  wir  die  gegebene  Definition 

8* 
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auflösbarer  Gruppen  auch  bei  abstrakten  Gruppen  an- 
wenden, also  den  beschränkenden  Begriff  einer  Substitu- 
tionengruppe fallen  lassen.  Die  so  gekennzeichneten 
Gruppen  sollen  jetzt  näher  untersucht  werden. 

§  87.  Nun  seien  G,  H  die  ersten  Glieder  der  Kom- 
positionsreihe von  G  und  die  Primzahl  j)  der  zugehörige 
Zahlfaktor,  s  sei  ein  Operator  aus  G,  der  nicht  in  H  vor- 
kommt. Da  die  Ordnung  von  G  pmaX  größer  ist  als  die 
von  H ,  so  gibt  es  keinen  echten  Teiler  von  G,  der  H  als 
echten  Teiler  enthielte;  also  ist 

G^{H,s}. 

Da  andererseits  s~^  H s  =  H  ist,  so  hat  nach  §  36,  S.  54 
{H ,  s}  als  Ordnung  das  Produkt  der  Ordnung  von  H  in 
den  niedrigsten  Exponenten  fc ,  der  s*  zu  einem  Operator 
von  H  macht.  Also  wird  s^  die  niedrigste  Potenz  d&s 
Operators  s  werden,  die  in  dem  Teiler  H  der  Gruppe  G 
vorkommt. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  es  gebe  in  G 
einen  Operator  s ,  für  den  bei  einem  Teiler  H  die  Be- 
ziehung gilt  s~^  H s  =  H,  und  dessen  2^te  Potenz  die  erste 
in  H  vorkommende  ist  {H ,  s^}  =  H ;  dann  erkennt  man, 
daß  {H ,  s}  -^  G  eine  pfach  so  hohe  Ordnung  hat  wie  H , 
und  daß  H  mit  dem  Kompositionsfaktor  j)  ein  Glied  der 
Kompositionsreihe  von  G  wird.    Das  folgt  aus  §  36,  S.  54. 

Wenden  wir  die  angestellten  Betrachtungen  auf  alle 
Glieder  der  Kompositionsreihe  an,  so  ergibt  sich: 

Jede  auflösbare  Gruppe  G  ist  durch  eine  Reihe 
von  Operatoren 

bestimmt 

wobei  die  s«  folgende  beiden  Eigenschaften  haben: 
I.    Die  Operatoren  der  Gruppen 

G^  =  {so  ,  s.^  ,  .  .  . ,  Sa}         (^  =  2  ,  3  ,  4  ,  .  .  . ,  r) 

sind  untereinander  bis  auf  Operatoren  von  ö«_i 
vertauschbar;  II.  die  niedrigste  Potenz  von  s^ , 
die  in  G^^i  vorkommt,  hat  eine  Primzahl  zum  Ex- 
ponenten. Dieser  Satz  stammt  von  Galois.  Kürzer 
können   wir   ihn    so    aussprechen:    Eine   Gruppe   G   ist 
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auflösbar,  wenn  sie  einen  auflösbaren  Teiler  H 
selbstkonjugiert  enthält,  derart,  daß  der  Index 
von  G  zw.  H  eine  Primzahl  ist  (Frobenius). 

§  88.  Eine  andere  charakteristische  Eigenschaft  auf- 
lösbarer Gruppen  hat  C.  Jordan  angegeben;  sie  knüpft 
an  die  Konstitution  der  Hauptreihe  an. 

Wii"  wissen  (§  57,  S.  74),  daß  wenn  sich  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  der  Hauptreihe  noch 
Glieder  der  Kompositionsreihe  einschieben  lassen,  diese  auf 
gleiche  Zahlfaktoren  der  Zusammensetzung  führen.  In 
unserem  Falle  auflösbarer  Gruppen  stößt  man  also  dabei 
auf  dieselbe  Primzahl  p  • 

Nun  mögen  in  den  Kompositionsreihen,  die  von  H 
zu  J  führen,  unmittelbar  vor  J  die  Gruppen  H^,  Ha, 
Hg,  ...    möglich  sein;  dann  ist 

(1)  5  =  {Hl,  H,,  H3,  ...). 

Da  ferner  der  Index  von  J  zu  einem  jeden  H«  gleich 
der  Primzahl  p  ist,  so  gibt  es  nach  dem  in  §  57  Be- 
sprochenen Operatoren  t^  ,  r^,  r^ ,  ...   der  Art,  daß 

Hl  =  (J,   T^)  ,        H2  =  {J,   T2)  ,        H3   ==  {J,    T3)  ,       .  .  .   , 

und  daß  die  niedrigste  Potenz  von  t^  ,  To  ,  t^  ,  , . . ,  die 
in  J  vorkommt,  jedesmal  die  pte  ist.     Dabei  wird 


r  H   =  T«  J 


K 


H. 


(2) 

(^  =  0,  1,2,  ...,2>-l). 
Weiter  folgt  aus  der  Definition  der  Kompositionsreihe 

Da  in   den  Kompositionsreihen  die  Gruppe  (Hi ,  H^}   den 
Gruppen  Hi  sowie  H^  unmittelbar  voraufgeht,  so  ist 


T,  T., 


4  h 


h     ^2    ^1  —  *2  ^2  ' 


wenn  i^ ,  i.^  Operatoren  von  J  bedeuten.    Daraus  folgt,  daß 


*l=*2V^+' 


ein  zu  Hj  wie  zu  H^  gehöriger  Operator  ist,  und  da  )Hi ,  H2{  =  J, 
so  muß  ö  =  1  und  e  ^  —1  werden,  d.  h. 


(3) 


Tj  T2   —  Tjj  T^  l     ,        T«  Tß  —  T^ßTocl' 
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Daraus   kann    man   entnehmen,    daß   die   Operatoren   der 
Gruppe 

E  =  {J',   Tj  ,   To  ,  T3  ,    . . . ) 

untereinander  bis  auf  Operatoren  von  J  vertauschbar  sind. 
Denn  man  hat  unter  Benutzung  von  (2)  und  (3)  z.  B. 

=  (^r  4  ^l  h)  i<  ^2  4  *o)  =  W  ^2  4  «ü)  (^r  4  ^l  h)  -i"  • 

Wenn  umgekehrt  die  Operatoren  von  B  bis  auf  die 
von  J  miteinander  vertauschbar  sind,  dann  ist  der  Index 
von  J  zu  Hoc  eine  Primzahl.  Um  dies  klarzulegen,  denken 
wir  uns  den  Index  von  J  zu  H«  in  seine  Primfaktoren 
q-q'-q"  ...  zerlegt  und  nehmen  an,  es  gebe  mehrere 
gleiche  oder  ungleiche  q;  aus  dieser  Annahme  wollen  wir 
einen  Widerspruch  herleiten. 

Da  J  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  H„  ist,  so  be- 
steht eine  Faktorgruppe  i^  =  H^/J  der  Ordnung  q  •  q'-  q" .  . . 
und,  wie  der  Cauchysche  Satz  zeigt,  in  dieser  Faktor- 
gruppe r  ein  Teiler  der  Ordnung  q .  Nach  §  30,  S.  45  ent- 
spricht diesem  echten  Teiler  der  Gruppe  F  ein  echter 
Teiler  von  H« ,  der  J  als  echten  Teiler  enthält;  dieser 
heiße  A  .  Wegen  der  Vertauschbarkeit  der  Operatoren 
von  H  untereinander  bis  auf  Operatoren  von  J  ist 
Hä^  AHa  =  A  ,  also  J  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  H«  , 
der  <Ha  und  >J  ist.  Das  kann  nicht  sein,  da  J  ein 
selbstkoujugierter  Maximalteiler  von  H«  war. 

Faßt  man  die  Kesultate  dieses  Paragraphen  zusammen, 
so  erkennt  man:  Die  Gruppe  0  ist  dann  und  nur 
dann  auflösbar,  wenn  in  ihrer  Hauptreihe 

G,  H,  J,  K,  ...,  M,  1 

die  Operatoren  jedes  Gliedes  bis  auf  Operatoren 
des  nächstfolgenden  miteinander  vertauschbar 
sind. 

§  89.  Aus  §  54,  S.  71  entnehmen  wir,  daß  wenn 
eine  Gruppe  G  auflösbar  ist,  auch  jeder  ihrer 
Teiler  H  eine  auflösbare  Gruppe  wird.  Denn  alle 
Zahlfaktoren  der  Komposition  von  H  sind  Teiler  derer 
von  ö,  und  da  die  von  G  Primzahlen  sind,  so  sind  es 
auch  die  von  H . 
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Ist  die  auflösbare  Gruppe  G  (einstufig  oder 
mehrstufig)  isomorph  zu  der  Gruppe  F,  so  ist  auch 
r  auflösbar.  In  der  Tat,  wenn  K  und  L  zwei  auf- 
einanderfolgende Glieder  der  Kompositionsreihe  von  Q 
sind,  so  wird  ihr  Index  eine  Primzahl  werden,  etwa  p  •  Sind 
nun  K  und  A  die  Teiler  aus  F,  die  den  Teilern  K  und  L 
aus  G  entsprechen,  so  ist  wegen 

K-^LK  =  L     auch     K'^ AK  ^  Ä 

und  der  Index  von  yl  zu  K  ist  gleich  dem  von  L  zu  K , 
also  auch  gleich  der  Primzahl  p .  Dadurch  ist  der  Beweis 
gehefert. 

Ist  die  Gruppe  G  mehrstufig  isomorph  zu  der 
auflösbaren  Gruppe  F;  entspricht  ferner  der  Ein- 
heit in  F  eine  auflösbare  Gruppe  31  in  G,  so  ist 
auch  ö  auflösbar.  Man  kann  nämhch  eine  Kompositions - 
reihe  von  G  so  herstellen,  daß  sie  als  ein  Glied  den 
in  G  selbstkonjugierten  Teiler  31  enthält.  An  ihr  erkennt 
man  dann  sofort  die  Eichtigkeit  des  behaupteten  Satzes. 

§  90.  Aus  unseren  früheren  Untersuchungen  können 
wir  die  nachstehenden  Sätze  entnehmen. 

Die  alternierende  Substitutionengruppe  und 
folglich  auch  die  symmetrische  sind  nicht  auf- 
lösbar, wenn  ihr  Grad  größer  als  4  ist;  die  ab- 
strakten, ihnen  isomorphen  Gruppen  sind  ebenso- 
wenig auflösbar  (§  64,  S.  81). 

Jede  Abelsche  Gruppe  ist  auflösbar  (§  65,  S.  83), 
insbesondere  jede  zyklische  Gruppe. 

Jede  Gruppe  von  Primzahlpotenzordnung  ist 
auflösbar  (§  59,  S.  76). 

Durch  Zusammenstellung  des  letzten  Satzes  mit  dem 
zweiten  des  vorigen  Paragraphen  gelangt  man  zu  einem 
weiteren  Kriterium  für  auflösbare  Gruppen.  Zu  seiner 
Herleitung  betrachten  wir  ein  Glied  der  Hauptreihe  H ,  die 
zur  auflösbaren  Gruppe  G  gehört;  dann  muß  die  Faktor- 
gruppe G/H  auflösbar  sein,  und  H  ist  es  natürlich  eben- 
falls. Umgekehrt  ist  aber  die  Auflösbarkeit  von  GjH 
nebst  der  von  H  auch  hinreichend  für  die  von  G.  So 
sieht  man: 

Für  auflösbare  Gruppen  G  ist  es  charakte- 
ristisch,   daß    entweder   ihre  Ordnung  die  Potenz 
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einer  Primzahl  ist,  oder  daß  sie  eine  von  der  Ein- 
lieitverschiedene,selb.stkoujugierteUntergiuppeH 
von  Primzahlpotenzordnung  enthalten,  für  die  die 
Faktorgruppe  GjH  auflösbar  ist.  Dabei  ist  H  als 
die  letzte  in  der  Hauptreihe  von  G  vor  der  Einheit 
stehende  Gruppe  zu  denken.  Der  Unterschied  zwischen 
unserem  ersten,  Galoisschen  (§  87,  S.  116),  und  dem  jetzt 
hergeleiteten,  von  Frobenius  angegebenen  Kriterium 
besteht  hauptsächlich  darin,  daß  der  betrachtete  selbst- 
konjugierte Teiler  H  von  G  beim  ersten  eine  möglichst 
hohe,  beim  zweiten  eine  möglichst  niedrige  Ordnung  besitzt. 

§  91.  Aus  seinen  im  vorigen  Kapitel  besprochenen 
Resultaten  hat  Sylow  den  folgenden  Satz  über  die  Auf- 
lösbarkeit gewisser  Gruppen  hergeleitet. 

Ist  die  Ordnung  r  einer  Gruppe  G  durch 

bestimmt,  wobei  die  pi,  y^i  Pi  j  P4  j  •  •  •  Primzahlen 
bedeuten,  die  den  Ungleichungen 

Pl>P^,PlPt-'-',     P2>VlPt--'',     P3>2>4---;      ••• 

genügen,  dann  ist  G  auflösbar. 

G  enthält  nach  §  79,  S.  101  eine  Gruppe  H  der  Ord- 
nung p^  als  Teiler.     Dabei  wird  (§81,  S.  104) 

r  =  p^7n{l-\-pil-)  , 

wobei  ?)^  m  die  Ordnung  der  Zwischengruppe  von  H  in  G 
bedeutet,  während  (1  +  Pi  1c)  die  Anzahl  aller  Teiler  von  G 
angibt,  die  die  Ordnung  p'^  haben.     Hier  ist  nun 

PiPlvl  ••  •  =  w(l  +  7>iA;)  <?J,  ; 

demnach  muß  fc  =  0  sein,  d.  h.  G  enthält  nur  eine  einzige 
Gruppe  der  Ordnung  p^  als  Teiler,  nämlich  H.  Folglich 
ist  H  selbstkonjugiert  in  G ;  denn  jede  Transformierte 
G^H  G  muß  wieder  gleich  II  werden.  Wir  setzen  GIH  ^F; 
der  letzte  Satz  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  daß,  wenn 
r  und  H  auflösbar  sind,  auch  G  auflösbar  ist.  Für  H 
folgt  diese  Eigenschaft  aus  dem  letzten  Satze  über  Gruppen 
von  Primzahlpotenzordnung.  Für  F  ist  es  der  gleiche 
Satz  wie  der  behauptete  unter  der  vereinfachenden  Voraus- 
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Setzung  einer  geringeren  Anzahl  von  Primfaktoien  für  die 
Ordnung  der  Gruppe.  Da  für  r  =  f^  und  für  r  =  p\  p'.i 
die  Behauptung  begründet  ist,  so  folgt  der  allgemeine  Satz 
durch  strenge  Induktion. 

§  93.  Frobenius  hat  durch  ähnliche  Schlüsse  aus 
seinem  Theoreme  (§  84,  S.  110)  einen  wichtigen  Satz  her- 
geleitet, der  gewissermaßen  den  entgegengesetzten  Pol  zu 
dem  Theorem  über  die  Auflösbarkeit  der  Gruppen  von 
Primzahlpotenzordnung  bildet. 

Sind  />i  <  ?^2  <  •  •  •  <  ?^n  n  verschiedene  Prim- 
zahlen, so  ist  jede  Gruppe  G  von  der  Ordnung 
r  =  Pi2)2  ■  ■  ■  Pn  auflösbar.  Es  ist  also  charakteristisch, 
daß  die  Ordnung  von  G   durch   kein  Quadrat   teilbar  ist. 

Xach  dem  erwähnten  Theorem  gibt  es  in  G  genau 
/>;.+!  •  PA4-2  •  . .  .  'Pn  Operatoren,  deren  Ordnung  in  dem  Pro- 
dukte ?);.+!•  pa +2  ••••  •  pn  aufgeht, 

{k  =  n  —  1,  n  —  2  ,  n  —  3  ,  .  .  . )  ; 

zunächst  also  genau  p„  Operatoren,  deren  Ordnung  in  p^ 
aufgeht.  Sie  bilden  eine  Gruppe,  da  sie  die  Potenzen 
eines  jeden  unter  ihnen  sind,  der  von  der  Einheit  ver- 
schieden ist.  Diese  Gruppe  heiße  ö„_i .  Da  es  nur  eine 
solche  Gruppe  in  G  gibt,  so  ist  G„_i  ein  selbstkonjugierter 
Teiler  von  G.  Die  Auflösbarkeit  von  G  wird  durch  die 
von  G„_i  und  von  GjGn_i  bedingt  (§  89).  Füi-  (r„_i  steht 
sie  fest,  da  die  Ordnung  von  ö„_i  eine  Primzahl  ist;  für 
^/^n-i  wird  sie  durch  den  zu  beweisenden  Satz  geliefert, 
falls  er  unter  der  vereinfachenden  Voraussetzung  einer  ge- 
ringeren Anzahl  von  Faktoren  für  die  Ordnung  der  Gruppe 
])ewiesen  ist.  Somit  erkennt  mau  auch  hier  die  Eichtigkeit 
des  Theorems  durch  strenge  Induktion,  da  es  für  n  =  2 
klar  ist. 

Man  sieht,  daß  GG^-i  die  Ordnung  p^  po  •  •  •  Pn-i 
besitzt.  Wendet  man  auf  diese  Faktorgruppe  den  Hilfs- 
satz §  84  an,  so  folgt,  daß  G,G„^i  einen  und  nur  einen 
Teiler  der  Ordnung  /j„_2  selbstkonjugiert  enthält.  Diesem 
Teiler  entspricht  in  G  wegen  der  isomorphen  Beziehungen 
ein  Teiler  der  Ordnung  p„_i  •  ;j„ ,  der  G,^^■^  selbstkonjugiert 
enthält;  er  mag  ö„_2  heißen;  ö„„2  besteht  aus  allen 
Operatoren  von  G,  deren  Ordnung  in  Pn-i-Pn  aufgeht. 
GjG„_2  hat  die  Ordnung  p^  p.,  .  .  .  p„_2  usw. 
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§  93.  An  das  erhaltene  Resultat  hat  Frobenius 
folgende  Schlüsse  angeknüpft:  Es  seien  a  und  h  zwei  be- 
liebige Operatoren  der  im  vorigen  Paragraphen  betrach- 
teten Gruppe  G,  und  (x  bzw.  ß  ihre  Ordnungen.  Ist  p;.+i 
die  kleinste  in  öi:  • /j  enthaltene  Primzahl,  so  gehen  nach 
den  über  G  gemachten  Voraussetzungen  (x  und  ß  beide  in 
/>;.+!  •  p?.+2 '  •  •  ■  '  Vn  auf.  Daher  gehören  beide  der  Gruppe  ö;. 
an,  und  mithin  auch  ihr  Produkt.  Folglich  ist  auch  die 
Ordnung  von  «•&  ein  Divisor  von  2>;.+ip;.+2  .  .  .  p„ ,  d.  h. : 
Die  Ordnung  des  Produktes  mehrerer  Operatoren  von  G 
ist  durch  keine  Primzahl  teilbar,  die  kleiner  ist  als  die 
kleinste  Primzahl,  die  in  die  Ordnung  eines  der  Faktoren 
aufgeht. 

§  94.  Mittels  der  gleichen  Prinzipien,  wie  sie  in  §  92 
angewendet  wurden,  läßt  sich  auch  der  folgende  erweiternde 
Satz  beweisen  (Frobenius). 

Sind  2>i  <  2>2  <  •  •  •  <  i^n  <  ?>  (w  +  1)  verschiedene 
Primzahlen,  so  ist  jede  Gruppe  G  der  Ordnung 

Vi'Vi'  •■•  'Vn'V'"  , 

wo  cc  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
auflösbar. 

Nach  dem  Sylowschen  Satze  nämlich  enthält  G  eine 
Untergruppe  (t„  der  Ordnung  p"*  und  nur  eine,  weil  nach 
dem  Frobeniusschen  Satze  (§  84,  S.  110)  in  G  genau 
p*  Operatoren  vorkommen,  deren  Ordnung  in  p""  auf- 
geht. Folglich  ist  Gn  ein  selbstkonjugierter  Teiler  von  G, 
und  jr=  GGn  eine  zu  G  isomorphe  Gruppe  der  Ord- 
nung P1P2  .  .  ■  Pn'  Demnach  ist  G  auflösbar  (§  92,  S.  121); 
denn  F  und  G^  sind  es. 

§  95.  Von  weiteren  Resultaten,  die  durch  die  Unter- 
suchungen von  Burnside  und  vor  allem  von  Frobenius 
zutage  gefördert  sind,  führen  wir,  ohne  auf  die  Beweise 
näher  einzugehen,  die  folgenden  an. 

Sind  p  und  q  zwei  verschiedene  Primzahlen, 
so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p^ q  auflösbar. 

Sind  2>  und  q  zwei  verschiedene  Primzahlen, 
und  istq'^  die  niedrigste  Potenz  von  q  ,  die  ^1  (mod/>) 
wird,  so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p'^ qi^  auf- 
lösbar. 

Sind  pi  <p.2  <  ■  ■  ■  <pn  <q<r  verschiedene  Prim- 
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zahlen,  SO  ist  eine  Gruppe  der  Ordnung 2^1 2^0  •  •  .  VnÜ'^^ 
im  allgemeinen  auflösbar. 

Sind  p<q<r  drei  verschiedene  Primzahlen, 
so  ist  eine  jede  Gruppe  derOrdnung  p'-qr'''  auflösbar. 

Sind  Pi,  p.>  zwei  Primzahlen  und  2>i  <  2?2  >  so  sind 
die  Gruppen,  deren  Ordnung  von  einer  der  Formen 

ViV2^  VlPh  vlPh  PtPh  PlPh  PiP-i^  PtPl  ist,  auf- 
lösbar. 

Sind  p  und  q  zwei  verschiedene  Primzahlen, 
so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p"^ q^ ,  in  der  die 
Teiler  der  Ordnung  p"^  und  q^  Abelsche  Gruppen 
sind,  auflösbar. 

Sind  p,  q,  ...,  r,  s  verschiedene  Primzahlen, 
so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p"- qi'' .  .  .  r'^ s^ ,  in 
der  die  Teiler  der  Ordnung  p^ ,  g^,  .  .  .,  r'''  zyklische 
Gruppen  sind,  auflösbar. 

Jede  Gruppe,  deren  Ordnung  kleiner  als  60  ist, 
ist  auflösbar. 

Ferner  sei  auf  spätere  Untersuchungen  über  auflösbare 
Gruppen  in  den  §§  118,  134  hingewiesen. 


9.  Kapitel. 

Substitutioiiengruppen.  —  Transitivität. 

§  96.  Wir  haben  früher  gesehen,  daß  jede  abstrakte 
Gruppe  sich  als  Substitutionengruppe  darstellen  läßt,  und 
zwar  zunächst  als  reguläre,  d.  h.  als  solche,  bei  der  die 
Ordnung  gleich  dem  Grade  ist  (§  18,  S.  28).  Von  dieser  re- 
gulären Gruppe  kann  man  dann  zu  jeder  einstufig  iso- 
morphen übergehen.  Umgekehrt  läßt  sich  jede  Sub- 
stitutionengruppe als  abstrakte  Gruppe  von  gleicher 
Ordnung  und  Konstitution  darstellen.  Hieraus  geht  hervor, 
daß  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Gruppen  in  beiden 
Darstellungsarten  zutage  treten  werden. 

Es  gibt  aber  auch  Eigenschaften,  die  an  der  Dar- 
stellung durch  Substitutionen  haften  und  bei  den  ab- 
strakten Gruppen  kein  Analogon  aufweisen.  Mit  solchen 
Eigenschaften  wollen  wir  uns  hier  beschäftigen.  Zu  ihnen 
gehört  in  erster  Linie  die  Transitivität. 
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Wir  uelimen  an,  es  sei  eine  Substitutionengruppe  0 
der  Ordnung  r  und  des  Grades  n  vorgelegt.  Die  n  Ele- 
mente der  Gruppe  seien 

(1)  ttj ,  ttg ,  «3  ,  .  .  . ,  a„_i ,  «„  , 

und  die  aus  ihnen  gebildeten  Substitutionen  von  G 

(2)  Sy,    So,    «3,    .  .  .,    S,-i,    Sr  («1  =1)  . 

Wir  denken  die  Substitutionen  in  Zykeldarstellung  ge- 
schrieben. Dann  ist  es  möglich,  daß,  wenn  aj  ein  be- 
liebiges Element  aus  (1)  bedeutet,  in  den  Zykeln  aller  .<?„ 
von  (2)  die  n  Folgen 

(3)  aytty,  ^ido ,  tt^^a^ ,  •••?  ^i^w-ij  «i<*n 

vorkommen.  In  diesem  Falle  heißt  G  eine  transitive 
Substitutiouengruppe.  Kommen  nicht  alle  Folgen  (3) 
vor,  so  heißt  G  intransitiv.     So  ist  die  Gruppe 

1 ,  (tti  a,  tty  aj  ,  («1  «3)  («0  a.4) ,  (fli  «4)  («o  «3) 

transitiv;  dagegen  die  Gruppe 

1  ,     («1  «3)   («2  0,4) 

intransitiv. 

Man  unterscheidet  einfache  und  mehrfache  Transi- 
tivität  bei  Substitutionengruppen.  Eine  Gruppe  heißt 
fc-fach  transitiv,  falls  sie  durch  ihre  Substitutionen  (2) 
k  feste  Elemente,  etwa  a^ ,  a2 ,  a^ ,  .  .  . ,  a^ ,  in  k  beliebige 
^ii  j  ^k  5  ^ts  ?  •  •  •  5  ^ii-  überführt,  falls  also  eine  Siibstitution 
von  (2)  die  Folgen 

(4)  ttj  rt,-, ,  a.^  «r. ,  a.  «^^ ,  .  .  . ,  «„  a,-^ 

bei  willkürlichen  «j^ ,  a^, ,  .  .  . ,  a^  aufweist.  Die  oben  de- 
finierte Transitivität  ist  also  einfache  Transitivität;  sie 
bezieht  sich  auf  den  besonderen  Fall  ä;  =  1 . 

Eine  /c-fach  transitive  Gruppe  ist  auch  (fc  — l)-fach, 
{k  —  2) -fach,  .  .  .,  einfach  transitiv. 

l-'iine  A:-fach  transitive  Gruppe  gibt  transformiert 
wiederum  eine  solche. 

Eine  fc- fach  transitive  Gruppe  enthält  eine  Substitution 
aus  (2),  die  k  beliebige  Elemente  in  k  beliebige  um- 
wandelt, also  etwa 

(5)  «i.  in  «Ä.  ,     «i,  in  «A,  ,     •  •• ,     %  in  «ä^  • 
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Denn  nach  der  Definition  gibt  es  zwei  Substitutionen  in  (2) 
Si  mit  den  Folgen  a^  «j, ,  a.^  a^, ,  «3  a^, ,  .  .  . ,  ak  ai^.  ; 
6'a  mit  den  Folgen  «1«^,  ?  «2^*3?  *3<*A3?  •••»  (ikah^'i 

dann  liefert  das  Produkt  «r^^A  di^'  geforderten  Folgen  (5). 
§  97.  Gegeben  sei  eine  fc-fach  transitive  Gruppe  G 
der  Elemente  (1).  Der  Teiler  von  G,  der  die  Elemente 
«1 ,  a., ,  ...,  ük  nicht  umsetzt,  heiße  G^.  Zu  Gj  gehört 
die  Substitution  s^  =  1 .  Nun  sei  Si  eine  Substitution  von  G 
mit  den  Folgen  a^  ai^ ,  .  .  . ,  «/t  öt^^ ;  dann  haben  alle  Sub- 
stitutionen des  Komplexes  G^Si  die  gleichen  Folgen  a^ai,, 
.  .  .,  aküif^;  und  umgekehrt:  ist  o  eine  Substitution  von  G 
mit  diesen  Folgen ,  so  gehört  das  Produkt  o  •  af  ^  zu  G^, 
und  es  ist  o  =  GiSi.  Man  kann  daher  G  in  den  Sum 
manden  G^  und  seine  Nebenkomplexe  zerlegen 

(6)  G-^G,  +  G,s,  +  G,s,-{-  ...  +  G,s.  , 

so  daß  alle  Substitutionen  jedes  Summanden  der  rechten 
Seite  die  Elemente  a^,  a., ,  .  .  . ,  ak  in  dieselben  Elemente 
umwandeln;  und  die  zweier  verschiedenen  Summanden  in 
verschiedene  Elemente.  Die  Zahl  r  ist  leicht  zu  be- 
stimmen; sie  gibt  an,  wie  viele  Variationen  ohne  Wieder- 
holung aus  n  Elementen  zur  Ä;ten  Klasse  gebildet  werden 
können;  dies  liefert  nämlich  die  Anzahl  der  möglichen 
Folgen  für  die  k  Elemente  «i ,  %  ,  .  .  .,  «t-i,  ak,  die  bei 
den  n  Elementen  (1)  auftreten.     Es  ist  daher 

T  =  n{n  -l){n-2)  ..  .  {n-Jc  +  1)  . 

Die  Anzahl  der  Substitutionen  auf  der  rechten  Seite  von  (6) 
ist  also  das  t- fache  der  Ordnung  von  (tj  .  Man  hat  daher: 
Die  Ordnung  einer  fc-fach  transitiven  Gruppe  des 
Grades  n  ist  gleich  dem  Produkte  aus 

n{n  -  1)  {n  -  2)  .  .  .  (m  -  fc  -f  1) 

in  die  Ordnung  des  Teilers  der  Gruppe,  der  1c  will- 
kürliche Elemente  der  Gruppe  ungeändert  läßt. 
Insbesondere  ist  die  Ordnung  einer  einfach  transi- 
tiven Gruppe  gleich  dem  Produkte  aus  ihrem 
Grade  in  die  Ordnung  des  Teilers,  der  eins  ihrer 
Elemente  an  seiner  Stelle  läßt. 
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§  98.  Die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  ist  leicht 
einzusehen:  Ist  G  eine  fc-fach  transitive  Gruppe  und 
H  ein  Teiler  von  G,  der  «(</<:)  Elemente  ungeändert 
läßt,  so  ist  H  noch  (fc  — a)-fach  transitiv. 

Wir  wollen  eine  Urakehrung  dieses  Satzes  l)eweisen. 
Es  sei  die  Gruppe  G  transitiv  und  der  Teiler  H 
von  G,  der  ein  Element  ungeändert  läßt,  genau 
fc-fach  transitiv,  dann  ist  G  (fc  +  l)-fach  transitiv. 

G  möge  die  Elemente  oOq,  x^,  ao^ ,  .  •  . ,  Xn  haben,  H  das 
Element  ;r„  ungeändert  lassen.  Um  eine  Substitution  mit 
den  {k  -\-l)  geforderten  Folgen 

(7)  XqX^;  Xix{;  ...;  x^x/^ 

herzustellen,  wo  Xq  ,  xl ,  .  .  .,  x[  zu  den  pjlementen  von  G 
gehören,  verfährt  man  so:  Man  wählt  aus  G  eine  Sub- 
stitution s  mit  der  Folge  Xq  x'^^  ;  dies  s  möge  die  weiteren 
Folgen 

Xj  Xi  f    X^X^  j    •  •  •  j    Xj^Xj^ 

haben,  wo  die  x^  zu  den  Elementen  von  G  gehören.  Dann 
bildet  man  die  gleichfalls  7i;-fach  transitive  Gruppe  s'^Hs, 
die  nun  x[^  ungeändert  läßt.  Aus  ihr  wählt  man  eine  Sub- 
stitution t  mit  den  k  Folgen 

so  erfüllt  das  Produkt  s  •  t  die  {k  +  1)  Forderungen  aus  (7). 

Ebenso  beweist  man:  Ist  die  Gruppe  G  von 
Ä-facher  Transitivität  und  der  Teiler  H  von  (?, 
der  a  Elemente  ungeändert  läßt,  fc-fach  transitiv, 
so  ist  G  (k  -]-  a)-ia,ch  transitiv. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  der  Nachweis  auf  den 
gleichen  Schlüssen  wie  der  des  eben  bewiesenen  Theorems 
beruht.  Der  Satz  selbst  ist  die  Umkehrung  des  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  gegebenen. 

Hieraus  kann  man  weiter  schließen: 

Die  alternierende  Gruppe  von  n  Elementen  ist 
(w  — 2)-fach  transitiv. 

Wir  nehmen  im  voraufgehenden  Satze  für  G  die 
alternierende  Gruppe  aus  n  Elementen  und  setzen  oc  =1. 
Der  Teiler  von  G,  der  eins  der  n  Elemente  nicht  umsetzt, 
sei  H .  Dann  ist  H  die  alternierende  Gruppe  der  übrigen 
(w  —  1)   Elemente,    wie   man   sofort  sieht.     Gesetzt    nun, 
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H  wäre  (w  — 3) -fach  transitiv,  dann  zeigt  der  voran- 
gehende Satz,  daß  ö  sogar  [n  —  2) -fach  transitiv  ist.  Nun 
ist  das  Theorem  für  w  =  3  richtig,  also  gilt  es  allgemein. 
§99.  Enthält  eine  Ä;(>l)-fach  transitive  Gruppe 
eine  Zirkularsubstitution  von  drei  Elementen,  so 
enthält  sie  die  alternierende  Gruppe.  Es  sei 
a^{x^x^x^)  die  Zirkularsubstitution  von  drei  Elementen 
in  G.  Da  die  Gruppe  G  mindestens  zweifach  transitiv 
ist,  so  enthält  sie  eine  »Substitution  t  mit  den  Folgen  x^  x^ 
und  x^x^]  t  möge  auf  x^,  folgen  lassen  xx.  Wir  setzen 
t'^  ot  =  {x^  x^  xi)  =^  T .  Je  nachdem  dieses  xi  =  x^  oder 
==X2  oder  gleich  einem  neuen  Elemente  x^  ist,  wird 

To^x~^     oder     xo^t~^     oder     t"^ot 

gleich  (x^  x-i  x^  ;   und  ebenso  kann   man   die  Existenz  der 
Zirkularsubstitutionen 

(a?i  x^  x^) ,  (a?i  x^  Xi^) ,   •  .  • ,  \x^  X2  x^) 

nachweisen.     Da  ferner 

{Xi  X2  Xj))  \X^  X2  Xg)  \X^  X2  Xff)        =  [Xi  Xa  Xfy)   , 
{Xy  X2  Xc)  [Xj^  X.T,  Xf,}  {Xi  X2  Xfi)   (a7j  X2  Xi)      [X^  X2  Xq)        =  \X(i  Xf)  Xg) 

ist,  so   enthält  nach  §  11,  S.  14  die  Gruppe  G  die  alter- 
nierende. 

Noch  einfacher  ist  der  Beweis  des  folgenden  Satzes: 
Enthält  eine  Ä;(>l)-fach  transitive  Gruppe  eine 
Transposition,  so  ist  sie  symmetrisch.  Es  sei 
o  =  ixiX2)  diese  Transposition.  Da  die  Gruppe  mindestens 
zweifach  transitiv  ist,  so  gibt  es  eine  Substitution  t,  die 
Xi  ungeändert  läßt  und  X2  in  «3  überführt.    Man  hat  dann 

t~^  ot  =  (x^x^) 

und  kann  ebenso  die  Existenz  von 

nachweisen.     Nach  §  11,   S.  14  ist  die  Gruppe  die  sym- 
metrische. 

§  100.  Zu  einer  Erweiterung  dieser  Sätze  gelangen  wir 
durch  Betrachtung  einer  fc-fach  transitiven  Gruppe  (fc>2) , 
deren  von  der  Einheit  verschiedene  Substitutionen  mindestens 
q  Elemente  umsetzen  und  die  auch  wirklich  Substitutionen 
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mit  genau  q  Elementen  besitzen.    Die  Substitutionengruppe 
heißt  dann  eine  Gruppe  der  qten  Klasse. 
Wir  nehmen  zuerst  q>  k  an.     Es  sei 

s  =-  (a^i.T^  ...)...(..  .  Xk-iXk  ...)...{...  Xq) 

eine  der  Substitutionen,  die  möglichst  wenig,  also  q  Ele- 
mente umstellen.  Wegen  der  fc -fachen  Transitivität  gibt 
es  eine  Substitution  aus  G 

t  ^  i^i)  (X^)  .  .  .  (Xk-i)  (XkXi  ...)..., 

in  der  Xi  ein  schon  in  s  vorkommendes,  von  x^ ,  X2 ,  .  ■  ■ ,  Xk 
verschiedenes  Element  bedeuten  soU.     Die  Substitution  t 
ist  dabei,  wie  man  sieht,  von  der  Einheit  verschieden. 
Man  hat  dann 

t-^  st  =  {x^Xo   ...)...{..  .  Xk-iXi  ...)...{...  Xq)  , 

und  hierin  können  höchstens  {q  —  Tc)  neue,  d.  h.  nicht  schon 
in  s  enthaltene  Elemente  x  auftreten.  In  dem  Produkte 
{t-^st)s'^  fallen  mindestens  die  (A;  —  2)  ersten  Elemente 
a?! ,  x^ ,  .  .  . ,  Xk-2  weg ;  das  Produkt  enthält  also  höchstens 

q  -\-  {q  -  Ic)  -  (k  -  2)  =  2  q  -  21c  +  2 

Elemente.     Diese  Zahl  muß  ^q  sein.     Also  wird 

q^2Tc-2  . 

Ist  daher  q<i2k  —  2,   dann  muß  q  sogar  <k  sein,   da 
aus  q>  k  nach  dem  Bewiesenen  q^2k  —  2  folgen  würde. 
Wir  untersuchen  zweitens  den  Fall  q^k  .    Wir  gehen 
wieder  von  einem 

S  =  {X^  X2  '••)■■•{■•  •  Xq^i  Xq) 

aus,  das  zu  den  Substitutionen  geringster  Elementenzahl 
gehört.    Wegen  der  fc -fachen  Transitivität  gibt  es  in  G  ein 

t=  (a^i)  (X.^)   ...   {Xq_i)  (XqXq+i)  , 

wo  ajj+i  ein  neues,  d.  h.  nicht  schon  in  s  enthaltenes 
Element  bedeutet.  Man  hat  dann  ohne  Änderung  der 
ersten  (q  —  1)  Elemente  gegen  s 

t'^  st  =  {XiX.2   ...)...{..  .  Xq_i  Xq+i)  , 


also 


t        StS         —  V^q-1'^q+l^q) 
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Somit  enthält  die  SubstitutioneDgriippe  eine  Zirkular- 
substitiition  von  drei  Elementen,  umschließt  also  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  die  alternierende  Gruppe. 

Hat  eine  A;(>2)-fach  transitive  Gruppe  Sub- 
stitutionen von  weniger  als  (2  k  —  2)  Elementen,  die 
von  der  Einheit  verschieden  sind,  so  ist  sie  alter- 
nierend oder  symmetrisch. 

Es  sei  nun  n  der  Grad  einer  fc-fach  (fc  >  2)  transi- 
tiven Substitutionengruppe,  die  die  alternierende  Gruppe 
der  n  Elemente  nicht  enthält.  Infolge  der  Transitivität 
enthält  die  Gruppe  Substitutionen,  die  (fc  —  1)  Elemente 
nicht  ändern  und  außerdem  eine  beliebige  Folge  XkXi 
mit  l  ^  k  enthalten,  also  nicht  =1  sind.  Nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  ist  dann  n  —  (k  —  1)  =^ n  —  k -\-1^2  k  —  2 
und  k^^n-\-l;  d.  h.: 

Eine  Gruppe  vom  Grade  n ,  die  die  alter- 
nierende Gruppe  nicht  enthält,  kann  nicht  mehr 
als  (^w  +  l)-fach  transitiv  sein. 

Weitere  Untersuchungen  nach  dieser  Richtung  haben 
unter  anderen  zu  den  folgenden  Resultaten  geführt: 

EnthälteineSubstitutionengruppevomGrade?t 
die  alternierende  Gruppe  ihrer  Elemente  nicht,  so 
versetzt  jede  ihrer  Substitutionen  bei  mehr  als 
einfacher  Transitivität  mehr  als  {\n  —1)  Elemente; 
bei  mehr  als  zweifacher  Transitivität  mehr  als 
(In—l)  Elemente;  und  bei  mehr  als  dreifacher 
Transitivität  nicht  weniger  als  (in  —  l)  Elemente 
(Bochert). 

§  101.  Wir  betrachten  jetzt  eine  einfach  transitive 
Gruppe  G  des  Grades  n  und  der  Ordnung  r  =  7iv  mit  den 
Elementen  x^,  x., ,  ...,  a;„ .  Dabei  bedeutet  v  die  Ord- 
nung eines  der  Teiler  von  (r,  der  ein  beliebiges  Element  Xa. 
von  G  ungeändert  läßt  (§  97).  Wir  bezeichnen  mit  G^,  G.^, 
.  .  .,Gn  die  Teiler  von  G,  die  bzw.  das  Element  x^ ,  x.^ ,  .  .  . ,  x^ 
nicht  umstellen.     Hat  s  die  Folge  x^  X), ,  so  ist 

also  sind  alle  G).  konjugiert  und  einander  ähnlich,  und 
jedes  Goi.  enthält  ebenso  viele  Substitutionen,  die  genau 
jp=l,  2,  ...,  n— 1  Elemente  umsetzen,  wie  jedes 
andere   G^ .     Wir    wollen    die   Anzahl    der   Substitutionen 
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von  6', ,  die  genau  q  Elemente  umsetzen,  mit  v^  bezeichnen. 
Dann  ist,  da  v  die  Ordnung  von  G^  angibt, 

(8)  »'  =  ''»- 1  +"«-2+    •••    +n   +^'o  (l'o--=l). 

In  (?!  gibt  es  v„  Substitutionen,  die  genau  q  Ele- 
mente umstellen;  in  (?, ,  G.^  ,  ...,  G„  zusammen  n  -  v^, . 
Diese  sind  aber  nicht  alle  voneinander  verschieden;  jede 
der  Substitutionen  tritt  (n  —  ^)-mal  auf.    In  G  gibt  es  also 

nur v„   solcher    Substitutionen.      Folglich    ist    die 

n  ~  g     ^ 

Anzahl   aller   Substitutionen   in   G,    die    weniger    als   alle 

71  Elemente  umstellen, 

w  n  ti  « 

1  2  rt  —  Q  n 

Da  die  Anzahl  aller  Substitutionen  von  G  ^yegen  (8)  gleich 

r  ^nv  =  71  Vn-i  +  w  J'„_o  +  ...   -\-7iv^-\-  ...  +  w  •  l'o 

ist,  so  stellen  genau 

1  2  71  —  Q  ?t 


(8  a) 


=w 


1  1    '-^  ,  .71-Q-l  ' 

2  6  M  —  O 


Substitutionen  alle  Elemente  um.  Keins  der  r„  ist  negativ 
und  Vq  =  1.  Also  cnthä^lt  jede  einfach  transitive 
Gruppe  mindestens  {71 — 1)  Substitutionen,  die  alle 
Elemente  umsetzen.  Enthält  sie  mehr  als  (w  —  1) , 
dann  hat  sie  auch  Substitutionen,  die  weniger  als 
{11— 1)  Elemente  umsetzen. 

§  102.  Gegeben  sei  die  Gesamtheit  der  Substitutionen 
"1  '  "^2  ?  ^3  »  •  •  •  einer  einfach  transitiven  Gruppe  G,  die 
alle  Elemente  umsetzen.    Wir  bilden  den  Teiler 

H  =  {o^,  o., ,  03 ,  .  .  . } 

von  G  und  behaupten,  H  sei  transitiv.  Zunächst  ist  klar, 
daß  H  selbstkonjugiert  in  G  ist;  denn  jede  Transformation 
führt  die  Gesamtheit  der  o  in  sich  selbst  über.  Nun 
nehmen  wir  H  als  intransitiv  an;  dabei  sollen 

(9)      tti ,  «2 )  •  •  •  ;     ^i  j  ^2  j  •  •  •  ;     ^1 )  ^2  ,  .  .  .  ;     dy,  d.,  ..  . 
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die  Elemente  von  G  sein,  derart  bezeichnet,  daß  H  die 
einzelnen  a, ,  «o ,  •  .  •  miteinander  transitiv  verbindet, 
ebenso  die  einzelnen  ft, ,  &o ,  ...  usf. ;  daß  aber  die  aj.  mit 
den  bi  nicht  durch  H  verbunden  werden,  usw.  Trans- 
formiert man  die  Komplexe  (9)  durch  die  Substitutionen 
von  G,  so  gehen  alle  a;,  in  sich  selbst  über,  oder  alle  «;. 
in  alle  &;. ,  oder  in  alle  o.  .  .  . ,  weil  im  entgegengesetzten 
Falle  noch  eine  weitere  Verbindung  der  Elemente  be- 
stände, umfassender,  als  (9)  sie  anzeigt.  Daraus  folgt, 
daß  die  Anzahl  der  ai  gleich  der  der  &;. ,  der  C;. ,  ...  ist ; 
die  einzelnen  Komplexe  (9)  haben  gleich  viele  Elemente. 
Wir  bezeichnen  diese  Komplexe  mit 

(9a)  Ä;  B;  C-,  D;    ...  ; 

dann  stellt  G  die  Komplexe  A,  B,  C,  D,  ...  unter- 
einander um.  Jeder  Substitution  aus  G  entspricht  eine 
Substitution  der  (9a)  untereinander;  diese  Substitutionen 
bilden  eine  zu  G  isomorphe  Gruppe  F.  Da  G  alle  Ele- 
mente (9)  transitiv  verbindet,  so  ist  auch  F  in  den  (9a) 
transitiv.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  enthält  F  Sub- 
stitutionen, die  alle  (9a)  umstellen;  eine  von  ihnen  lasse 
etwa  auf  A  folgen  B .  Ihr  entspräche  in  G  eine  Substi- 
tution, die  alle  Elemente  (9)  umstellt,  und  die  «;.  mit  den  6;. 
verbindet.  Das  widerspricht  der  Annahme  (9);  folglich 
kann  H  nicht  intransitiv  sein. 

Da  H  ^  (o, ,  Oo ,  03  ,  . .  .}  transitiv  ist,  so  gelten  für 
diese  Gruppe  die  Eesultate  aus  §  101,  S.  130.  Es  sei  H^ 
die  Untergruppe  von  H ,  die  a,  nicht  umsetzt;  v'  sei  ihre 
Ordnung;  in  Hi  gebe  es  v^  Substitutionen,  die  genau 
g  Elemente  umstellen.  Aus  G>  H  folgt  v  ^  v',  v^  ^  v^  . 
Da  G  und  R  dieselben  Substitutionen  haben,  die  aUe  Ele- 
mente umstellen,  so  ist  nach  (8  a) 

1  2  n  —  Q—\  n  —  1 

2  3  n  —  Q       ^  n 

2  3  n  —  Q       ^  n 

Daraus  schließen  wir  wegen  der  eben  aufgestellten  Un- 
gleichungen 

^»-2  ^  Vn-2  )        J'»-3  =  K-Z  j        •  •  •  ,       ^1  =  »'1  ,       »"O  =  »"O  ; 

9* 
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d.  h.  H  unterscheidet  sich  von  G  höchstens  durch  die 
Substitutionen,  die  nur  ein  Element  ungeändcrt  lassen. 
Allgemeiner:  Stimmen  zwei  transitive  Gruppen  in 
den  Substitutionen  übercin,  die  alle  Elemente  um- 
setzen, so  unterscheiden  sie  sich  höchstens  in  den 
Substitutionen  voneinander,  die  genau  ein  Ele- 
ment nicht  umsetzen. 

§  103.  Wir  wollen  jetzt  einen  Typus  von  transitiven 
Gruppen  genauer  untersuchen,  deren  Grad  gleich  der  Prim- 
zahl p  ist.  Nach  §  97,  S.  125  ist  die  Ordnung  r  jeder 
Gruppe  G  vom  Grade  p  ein  Vielfaches  von  p  ,  und  da  G  ein 
Teiler  der  symmetrischen  Gruppe  der  p  Elemente  ist, -so 
wird  r  ein  Teiler  von  p ! ,  ist  also  nur  durch  die  erste 
Potenz  von  p  teilbar.  Der  Cauchysche  Satz  zeigt,  daß 
G  einen  Teiler  H  der  Ordnung  p  enthält;  der  Sylowsche 
Zusatz,  daß 

(10)  r^pq{l  +  xp) 

ist,  wo  p  q  die  Ordnung  der  ZwischengTuppe  J  von  H 
in  G  angibt,  und  (1  +  >«  p)  die  Anzahl  der  sämtlichen  in  G 
vorhandenen  Gruppen  der  Ordnung  p  ;  wir  wissen,  daß 
sie  ein  konjugiertes  System  bilden. 

H  besteht  aus  den  Potenzen  einer  zyklischen  Sub- 
stitution. Wir  bezeichnen  ihre  Elemente  mit  Xq  ,  x^,  x.^, 
.  .  .,  Xp_i  und  setzen 

H  =  {s)  =  {{x^  x^  X.,  ..  .  Xp_i))  . 

Die  Zwischengruppe  J  von  H  besteht  aus  allen  Sub- 
stitutionen, die  s  in  eine  Potenz  s"  transformieren 

S  '  =  [Xq  Xy_  X2k  •  •  •  ^(p  -  l)x)  ^^^  \^a  ^a  +  y.  -^a  +  -2y.   •  •  •)   • 

Dabei  sind  die  Indizes  der  x  durch  ihre  kleinsten,  nicht 
negativen  Eeste  modulo  p  zu  ersetzen.  Nach  §  32,  S.  48 
besteht  der  Inbegriff  aller  mit  H  vertauschbaren  Sub- 
stitutionen aus  denen  der  Form 

t       _  /a7o  a^i      x^        .  .  .  \  /(X  =  0  ,  1  ,  2  ,  .  .  . ,  p  -  1\ 

"'*  \«^a00^  +  ><Xa  +  2x  ■  ■  •/  \x  =  1  ,    2  ,    3  ,    .  .  .  ,   p  —  Ij    ' 

die  wir  einfacher  nur  durch  Angabe  der  Indizesände- 
rungen der  Xg  mit 

t       -\z     (kA-xz\         h'-=^^  l,2,...,p-l\. 
t.,.-\z,  oc  +  xz\         [^^i^  2,  3,  ...,p~l) 
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bezeichnen.  Hierbei  kommen  wir  zu  der  analytischen  Dar- 
stellung einer  Gruppe;  mit  solchen  Darstellungen  wer- 
den wir  uns  später  im  12.  Kapitel  noch  eingehend  zu 
beschäftigen  haben. 

Die  ty.^a  bilden  die  sogenannte  metazyklische 
Gruppe  (Kronecker).  Auch  alle  ihre  nichtzyklischen 
Teiler  wollen  wir  als  metazyklische  Gruppen  bezeichnen. 

Die  ty.^  x  hefern  je  nach  der  Wahl  von  y.  und  oc  fol- 
gende drei  Typen: 

Ist  y.  =  1  ;  a  =  0 ,  dann  wird  t^  _  y  die  Einheitssub- 
stitution. 

Ist  x=l;  cc  =  0 ,  dann  ergibt  /i,«  eine  zyklische 
Substitution  aller  p  Elemente,  nämlich  die  Potenz  s°^ . 

Ist  y.>l,  so  erhält  man  eine  Substitution,  deren  fest- 
bleibende Elemente  z  sich  aus  der  Kongruenz 

z  ^  oi  -^  y.z  , 

a  (modp) 

ergeben.  Es  bleibt  also  ein  und  nur  ein  Indes  ungeändert, 
d.  h.  ein  und  nur  ein  Element  x,   wird   nicht   umgesetzt. 

Die  bewiesenen  Eigenschaften  sind  charakteristisch  für 
die  metazykhschen  Gruppen:  Metazyklische  Gruppen 
sind  solche  transitive  Gruppen  von  Primzahlgrad, 
deren  Substitutionen  überhaupt  kein  Element  oder 
ein  einziges  oder  alle  ungeändert  lassen.  Denn  zu- 
nächst zeigt  die  Formel  (8  a)  §  101,  daß  nur  (j)  —1)  Sub- 
stitutionen vorhanden  sind,  die  kein  Element  ungeändert 
lassen ;  diese  sind  regulär,  da  sonst  eine  von  1  verschiedene 
Potenz  mehr  als  ein  Element  nicht  ändern  würde;  also 
enthält  die  Gruppe  nur  etwa  unser  s  und  seine  Potenzen, 
d.  h,  H  .  Weiter  folgt  hieraus,  daß  jede  Substitution  der 
Gruppe  den  Teiler  H  in  sich  selbst  transformiert;  und  so 
gelangen  wir  zu  der  oben  hergeleiteten  Gruppe, 

Bilden  wir  die  Potenz 


/.: 


(^>i) 


so  folgt,   daß  sie  eine  reguläre   Substitution  von  {p  —1) 
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Elementen  wird;  denn  jeder  Zyklus  enthält  «  Elemente, 
falls  y.  zum  Exponenten  u  (modp)  gehört,  d.  L.  falls 

x"  ^  1     (modp)  (wmin) 

wird;  u  ist  also  ein  Teiler  von  (p  —  1) .  Ist  x  eine  pri- 
mitive Wurzel  modulo  /j ,  so  hat  f«,a  die  Ordnung  (p  —  1) 
und  besteht  aus  einem  einzigen  Zyklus. 

Die  gesamte  metazyklische  Gruppe  ist  durch  die  beiden 
Substitutionen 

s  =  1«,  2;  +  1| ,     i  =  !«,  y.z\ 

bestimmt;  ihre  metazyklischen  Teiler  durch  die  beiden 
Substitutionen 

8  =  \z,  z^\\,     i"  =  |2f,  y-'z\  , 

wenn  y.  eine  primitive  Wurzel  modulo  p  bedeutet,  und  co 
ein  Faktor  von  (^  —  1)  ist. 

Gehen  wir  mit  diesen  Ergebnissen  zu  den  transitiven 
Gruppen  G  des  Primzahlgrades  'p  zurück,  so  können  wir 
jetzt  sagen,  daß  die  Zwischengruppe  J  zu  jedem  zyklischen 
Teiler  K  von  G  der  Klasse  y  eine  metazyklische  Gruppe 
wird.  Ist  in  (10)  der  Wert  >i  =  0 ,  also  R  eine  selbst- 
konjugierte Untergruppe  von  (?,  dann  ist  G  selber  eine 
metazyklische  Gruppe;  und  solche  Gruppen  bestehen  für 
jeden  Divisor  g  von  (p  —  1)  . 

Ein  tieferes  Eindringen  in  die  einschlägigen  Verhält- 
nisse führt  noch  zu  weiteren  interessanten  Ergebnissen, 
von  denen  wir  die  folgenden  ohne  Beweise  hier  anführen 
wollen : 

Bei  allen  Gruppen  G  mit  g  =  1  [in  der  Formel  (10)] 
ist  >i  =  0  ;   auch  bei  g  =  2  und  ;;  =  4  m  —  1  ist  ;<  =  0  , 

Jede  transitive  Gruppe  von  Primzahlgrad,  die 
nicht  metazyklisch  ist,  muß  mindestens  zweifach 
transitiv  sein. 

Es  gibt  unter  den  transitiven  Gruppen  des 
Primzahlgrades  i^  nur  vier,  bei  denen  x  =\  ist,  die 
also  genau  (/>  +1)  Teiler  der  Ordnung  p  enthalten. 
Dies  sind  die  symmetrische  und  die  alternierende 
Gruppe  des  Grades  5,  eine  Gruppe  des  Grades  7 
und  der  Ordnung  168  und  eine  Gruppe  des  Grades 
11  und  der  Ordnung  660. 
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§  104.  Aus  §  96,  S.  123  entnehmen  wir,  daß,  wenn 
G  eine  (fc  +  l)-facli  transitive  Gruppe  des  Grades  (ti  +  1) 
und  H  ein  Teiler  von  G  ist,  der  eins  der  Elemente  von 
G  ungeändert  läßt,  daß  dann  dieses  H  noch  fc-fach  tran- 
sitiv bleibt,  und  daß  dabei  die  Ordnung  von  G  genau 
{n  + 1)  mal  größer  als  die  von  H  ist.  Dagegen  gilt  nicht 
allgemein  der  umgekehrte  Satz,  daß  jede  fc-fach  transitive 
Gruppe  H  von  n  Elementen  als  Teiler  in  einer  (fc  +  l)-fach 
transitiven  Gruppe  von  {n  +  1)  Elementen  mit  [n  +  l)-mal 
so  hoher  Ordnung  enthalten  ist. 

Wir  wollen  untersuchen,  wann  die  Umkehruug  gestattet 
ist.  Wir  setzen  voraus,  G  und  U  erfüllten  die  Forderungen. 
Die  Elemente  der  /c-fach  transitiven  Gruppe  H  seien  x^ , 
3C2,  x.^,  . .  . ,  aCn',  in  G  komme  noch  das  Element  Xn+i 
dazu.  G  ist  {k  -j-  l)-fach  und  mindestens  zweifach  transitiv; 
die  Ordnung  von  G  durch  {n-\-l)n  also  durch  2  teilbar, 
i^fach  dem  C au chy  sehen  Satze  hat  G  einen  Teiler  der 
Ordnung  2  und  daher  eine  Substitution  g',  die  nur  Zyklen 
der  Ordnung  2  enthält;  (x^Xr)  sei  ein  Zyklus  von  g'.  Wegen 
der  mindestens  zweifachen  Transit! vität  hat  G  eine  Sub- 
stitution t  mit  den  Folgen  x^x^+i  und  x^x^.  Transfor- 
miert man  g'  durch  t ,  so  erhält  man  ein  auch  in  G  vor- 
kommendes gr,   der  Ordnung  2   mit  dem   Zyklus  (Xn+iXi). 

Ferner  gibt  es  in  H  Substitutionen  mit  der  Folge  x^  a?« 

1l^  =  {...  XyXa  ...)..  .  («  =  2,3,...,  w) 

also  in  (7 ,  da  H  das  Element  x„+x  nicht  umstellt,  neben 

9l  =  (^n  +  l^l)  ■  ■  • 

noch  je  ein  ^«  der  Ordnung  2 ,  wo 

9a  =  K^9i ''«  =  K+i  a?«)  . . .         («  =  2  ,  3  ,  . . . ,  w)  . 
Mit  Hilfe  der  g^  wird  die  Zerlegung  von  G  geliefert 
G  =  n  +  ng,+Hg,  +  Hg,  +  ...+  Eg,  , 

wobei  der  Komplex  Hg^  alle  und  nur  die  Substitutionen 
von  G  mit  der  Folge  «?„+!««  enthält.     Weiter  folgt 

G  =  H  +  Hg,  -^Hh;Uj,h,  +nh-'g,  h,  +  .  .  . 
=  H-{-Hg,  li,  +  Hg,  h,  +  Eg,  h.^  +  ■  ■  .  +  Hg,  h„ 
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mit  hy  =  1 ,  und  daraus,  daß  jede  Substitution  von  G  ent- 
weder zur  Gruppe  H  oder  zu  einem  der  Komplexe 

SQiK  («=1,  2,  3,  ...,  n) 

gehört.  Da  andererseits  {H ,  g^}  ein  Teiler  von  G  ist,  so 
wird 

G  =  {H,g,}. 

Sind  die  abgeleiteten  notwendigen  Bedingungen  zwischen 
ö,  H  und  ^1  auch  hinreichend'?  Um  das  zu  untersuchen, 
nehmen  wir  H  und  g^  =  (xn+x^i)  •  •  •  ^Is  gegeben  an.  Dann 
können  wir  wie  oben  die  Substitutionenreihe  h^  ,  h., ,  .  .  ., 
ha,  .  .  . ,  hn  mit  den  Folgen  x^+i  oc^ ;  .r„+i  x..;  .  .  .,  a?„+i  x^  , 
...,  x„^ix„  bilden.  Wir  setzen  nun  voraus,  es  sei  mög- 
lich, wenn  h',  li",  h'",  .  .  ,  beliebige  Substitution  aus  H 
bedeuten,  jedes  Produkt  g^  h' g^  entweder  in  der  Form  li" 
oder  in  der  Form  Ji^g^h'"  darzustellen;  dann  kann  man 
jedes  Produkt  ^j  h'g^  h"g^  li'" .  .  .  auf  ein  ]i^^>  oder  auf  ein 
U^^g^h^')  reduzieren,  wie  z.  B. 

g,yg,h"g,r'^W''g,liy.h"g,r" 
=  ¥y.g,V^g,.ir 
^li'yh''''g,li'''"l,"'=  ... 
=  /*(")  fifi  m  . 

Demnach  kann  jede  Substitution  von  {E ,  g^)  auf  eine 
der  beiden  Formen 

/(/     oder     li'g.h" 

gebracht  werden.  Dabei  enthält,  wie  leicht  zu  sehen  ist, 
/i'^i  //"  alle  und  auch  nur  die  Substitutionen,  die  das  Xn+i 
in  das  gleiche  Element  wie  li"  das  x^  überführen.  Die 
zweite  Form  h'g^h"  kann  noch  vereinfacht  werden.  Setzt 
nämlich  h^.  das  Element  x^  in  derselben  Weise  um  wie  ä", 
so  läßt  das  Produkt 

g,hji"''gj/-' 

das  Element  a-^+i  ungeändert,  wird  also  =  {h'")'^  gesetzt 
werden  können.  Daraus  folgt  wegen  gi  =1  die  Dar- 
stellung 

h'g^  li"  =  y'g^  ha  , 
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wo  der  dritte  Faktor  rechts  der  Reihe  h.^  ,  h^ ,  .  .  .,  Ä„  an- 
gehört.    Demnach  wird  wegen  Hli"'=H 

{H,  9,}  =  H  +  Hg,  +Hg,  li,  +  E g,  Ji,  +  .  .  .  +  H g,  K  , 

und  die  Ordnung  von  {H ,  g,}  ist  das  (w  +  l)-fache  der 
Ordnung  von  H .  Ferner  ist  die  Gruppe  {H ,  g, }  genau 
(Ic  +  l)-fach  transitiv.  Gehört  nämlich  x,i+i  zu  den  Ele- 
menten, für  die  eine  Folge  ir«a?„+i  vorgeschrieben  ist,  so 
befriedigt  zuerst  eins  der  </^  ,  g.y ,  .  .  . ,  gn ,  etwa  g„  ,  diese 
eine  Forderung.  Die  weiteren  Ä;  Forderungen,  die  im  all- 
gemeinen durch  diese  erste  Operation  modifiziert  worden 
sind,  befriedigt  man  dann  durch  eine  passende  rechtsseitig 
an  g„  angefügte  Substitution  aus  H .  Gehört  dagegen  ;»„+, 
nicht  zu  den  Elementen,  für  die  eine  Folge  vorgeschrieben 
ist,  so  kann  man  es  durch  die  Transformation  aller  Folgen 
mit  einem  der  g^  dazu  machen.  Die  transformierten  Be- 
dingungen lassen  sich  dann  befriedigen,  wie  eben  gezeigt 
worden  ist.  Endlich  kann  man  die  Transformation  rück- 
gängig machen. 

Sonach  ist  {H ,  g,}  das  verlangte  0  von  (fc  +  l)-facher 
Transitivität  und  vorgeschriebener  Ordnung. 

Will   man   die  Bedingungen   bei  gegebenem  g, ,   d.  h. 

(11)  g,  li'g,  =  li"g,  li'" 

prüfen,  so  muß  man  für  V  sämtliche  Substitutionen 
der  Gruppe  E  einsetzen  und  h"  und  li'"  zu  bestimmen 
suchen. 

§  105.  Um  die  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Verhältnisse  zu  erläutern,  wollen  wir  an  die  zweifach 
transitive  metazyklische  Gruppe  von  5  Elementen  an- 
knüpfen. Sie  ist  von  der  Ordnung  20  und  wird  durch 
das  folgende  Schema  dargestellt,  in  dem  nur  die  Indizes 
der  Elemente  in  die  Klammern  gesetzt  sind: 


(H) 


1  (1243)  (14)  (23)  (1342) 

(12345)  (1452)  (13)  (45)  (2453) 

(13524)  (2354)  (12)  (35)  (1435) 

(14253)  (1325)  (25)  (34)  (1254) 

l  (15432)  (1534)  (15)  (24)  (1523) 


138  9.  Kapitel,  §  105— §  lOG. 

Diese  Substitutionen    bilden   die    Gruppe  B\    sie    ist 
durch  zwei  erzeugende  Substitutionen  darstellbar, 

H  =  {(12345) ,  (1243))  =  (Ä, ,  /tj  . 

Als   Qi    nehmen    wir   versuchsweise    die    Substitution 
zweiter  Ordnung 

g,  =  (16)  (25) 

und  prüfen  das  Bestehen  der  Kelationen  (11).  Zuerst  sei 
li'=\.     Dann  wird  gefordert 

(16)  (25) .  (12345)  •  (16)  (25)  ^  (26534)  =  h" -  (16)  (25)  •  h'" . 

Die  linke  Seite  liefert  die  Folge  65;  da  li"  das  Element 
6  nicht  umsetzt,  muß  li'"  die  Folge  15  enthalten.  Also 
entnehmen  wir  aus  der  Tabelle  für  H ,  daß  h'"  nur  eine 
der  vier  Substitutionen  mit  der  Folge  15,  nämlich 

(15432) ,  (1534) ,  (15)  (24) ,  (1523) 

sein  kann.  Wir  untersuchen  die  erste  MögUchkeit. 
(11)  fordert 

(26534)  =  //'(16)  (25)  •  (15432)  =  li" -  (165)  (243) , 

Ä/'=  (26534) .  (156)  (234)  =  (15432)  =  li\  , 
so  daß 

9x  h  9i  =  M  dl  M 
wird.     Daraus  liefert  der  Übergang  zu  den  Reziproken 

Ol  M  Ol  =  h  9i  ''i  • 
Nach    derselben   Älethode    ergibt   sich    die    weitere   Reihe 
von  Gleichungen 

9i  K  Qi  =  ^2  9i  'ii ;     9iH9i=-  \  ^  9i  M', 

9i  h  9i  -=  M  H  9i  M ;  9i  ^  9i  = ''?  9\  i'i ; 

9i  f4  9i  =  ^t'i  H  9i  ^' 1 ;  9i  K  ^1-2  9i  =  /*'i  h  9i  H ;  •  •  • 

und  so  sieht  man,  daß  in  allen  Fällen  (11)  erfüllt  ist. 
Folglich  besteht  eine  dreifach  transitive  Gruppe  des  Gra- 
des 6  und  der  Ordnung  120  mit  drei  erzeugenden  Sub- 
stitutionen 

ö  =^  {(16)  (25) ,  (12345),  (1243)}, 

die  E  als  den  Teiler  enthält,  der  das  Element  6  nicht 
umstellt. 
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Dagegen  gibt  es  keine  Gruppe  F  vom  Grade  7  bei  vier- 
facher Transitivität,  die  G  in  älinlicher  Weise  enthält. 
Denn  nach  dem  Satze  §  100,  S.  129  fällt  heile  =  A  ein  F, 
das  Substitutionen  von  4  Elementen  enthält,  mit  der  alter- 
uierenden oder  der  symmetrischen  zusammen,  und  sein 
Index  zu  (r  ist  >7  . 

§  106.  Wir  wollen  noch  einiges  über  intransitive 
Gruppen  beibringen. 

Zunächst  über  die  Ordnung  solcher  Gruppen.  Zer- 
fallen die  Elemente  in  x  transitiv  verbundene  Systeme  der 
Grade  n^  ,  Wo ,  ...,  ny.,  wo  jedes  n^^l  ist,  dann  wird 
die  Ordnung  der  Gruppe  ein  Teiler  von  (w^ !  Wg!  . .  .  w«!). 
Die  höchsten  Ordnungen  entstehen,  wenn  x  =  2  und 
^1  =  w  —  1  ,  n.)  =1  und  wenn  w^  =  «  —  2  ,  Wg  =  2  wird. 
Dann  ist  r  =  (n  —  1)!   bzw.  r  =  2  {71  —  2)!  das  Maximum. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  transitiven  und  intransitiven  Gruppen  beschränken 
wir  uns  auf  solche  intransitive  Gruppen  G,  deren  Ele- 
mente in  nur  zwei  Systeme  zerfallen,  die  einzeln  transitiv 
sind.     Es  seien 

die  Elemente  von  G ;  die  Substitutionen  der  Gruppe  G 
sollen  die  o?«  unter  sich  und  die  ^«  unter  sich  transitiv 
verbinden;  dagegen  sollen  sie  die  x^  nicht  mit  den  |« 
verbinden.  Wir  betrachten  die  Untergruppe  ;S'  von  G , 
die  nur  die  x^^  umsetzt,  alle  f«  aber  an  ihren  Stellen  läßt. 
S  ist  selbstkonjugiert  in  G .  Mit  Hilfe  von  >S'  zerlegen  wir 
G  in  S  und  seine  Nebenkomplexe 

dann  setzen  alle  Substitutionen  von  gr«  S  die  |  in  der- 
selben Weise  um  und  nur  sie  in  eben  dieser  Weise.  8  und 
seine  Nebenkomplexe  bilden  eine  zu  G  isomorphe  Gruppe, 
und  zwar  ist  G  zu  *S'  genau  s -stufig  isomorph,  wenn  s 
die  Ordnung  von  S  bedeutet.  Diese  isomorphe  Gruppe 
mag  D  heißen. 

Ferner  betrachten  wir  den  selbstkonjugierten  Teiler  H 
von  G,  der  nur  die  1«  umsetzt,  aber  die  x^.  an  ihren 
Stellen  läßt.     Mit  ^  finden  wir  die  Zerlegung 
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und  kommen  durch  2'  und  seine  Nebenkomplexe  gleich- 
falls auf  eine  zu  G  isomorphe  Gruppe,  die  wir  A  nennen. 
G  ist  zu  A  in  o-stufigem  Isomorphismus,  wenn  o  die  Ord- 
nung von  Z  angibt. 

Nun  nehmen  wir  die  folgende  Zuordnung  zwischen 
den  Operatoren  oder  den  Substitutionen  von  >S'  und  von 
Z  vor.  Jeder  Substitution  von  Z  entspricht  eine  aus  G 
und  dieser  entspreclien  s  aus  H ;  diese  s  aus  >S'  ordnen 
wir  jener  einen  aus  Z  zu.  Umgekehrt  entspricht  jeder 
Substitution  von  S  eine  aus  Ö,  und  dieser  einen  o  aus  Z, 
die  wir  wieder  der  einen  aus  *S'  zuordnen.  Dann  sieht  man, 
daß  ein  gewisser  allgemeinerer  Isomorphismus  zwischen 
S  und  Z  festgelegt  ist,  der  den  bisher  benutzten  als 
Sonderfall  enthält:  je  o  Operatoren  der  einen  Gruppe  Z  ent- 
sprechen s  der  anderen  Gruppe  >S'  und  umgekehrt,  derart, 
daß  den  Produkten  zweier  das  Produkt  der  entsprechen- 
den entspricht. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  durch  s  =  o  =\  gegebene. 
Bei  ihm  sind  8  und  Z  einstufig  isomorph.  Nimmt  man 
dabei  die  1«  von  den  x^  verschieden  an  und  multipliziert 
je  zwei  einander  durch  den  Isomorphismus  der  |  und  der 
X  zugeordnete  Substitutionen,  so  erhält  man  die  einfach- 
sten intransitiven  Gruppen. 

§  107.  G  sei  eine  transitive  Gruppe  der  Elemente 
iCj  ,  X.2 ,  x.^,  .  . .,  Xn  und  h  eine  Substitution  der  gleichen 
Elemente.  Diese  Substitution  li  möge  mit  allen  Substitu- 
tionen von  G  vertauschbar  sein.  Gesetzt  nun,  h  ließe  das 
Element  x^  ungeändert,  so  sei  g^^  eine  Substitution  von 
G  mit  der  Folge  x^x^,  dann  würde,  weil  g^^Jtgo  =  1i  ist, 
h  auch  Xci  nicht  umsetzen,  also  müßte,  da  a=l,  2,  3, 
. .  . ,  n  sein  kann ,  h  =1  werden.  Ist  h  von  der  Einheit 
verschieden,  so  setzt  es  somit  alle  Elemente  um.  In  die- 
sem Falle  muß  h  regulär  sein,  weil  sonst  eine  Potenz  h" , 
ohne  =1  zu  werden,  Elemente  an  ihren  Platz  ließe,  während 
doch  mit  h  zugleich  auch  h"-  mit  allen  Substitutionen 
von  G  vertauschbar  ist. 

Ist  jetzt  H  der  Komplex  aller  mit  den  Substitutionen 
von  G  vertauschbaren  Substitutionen,  so  ist  offenbar  H 
eine  Gruppe  aus  regulären  Substitutionen.  Die  Ordnung 
einer  solchen  Gruppe  H  ist  höchstens  gleich  ihrem  Grade  n . 
Denn  wäre  ihre  Ordnung  größer  als  n  ,  so  gäbe  es  in  ihr 
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zwei  verschiedene  Substitutionen  h^  h.,  mit  einer  gleichen 
Folge  Xi  Xa  ,  also  auch  das  nicht  identische  Produkt  h^  1i2^ , 
das  j^i   nicht  umsetzt. 

Sind  alle  Substitutionen  von  H  mit  allen  von 
G  vertauschbar,  so  enthalten  H  und  G  nur  regu- 
läre Substitutionen  ihrer  n  Elemente,  und  die  Ord- 
nungen von  H  und  G  sind  gleich  n,  falls  G  und  H 
dieselben  Elemente  haben  und  beide  transitiv  sind. 

§  108.  Ist  eine  transitive  Substitutionengruppe 
eine  Abelsche,  so  ist  sie  in  regulärer  Form,  d.  h.  ihre 
Ordnung  ist  ihrem  Grade  gleich  (§  18,  S.  28).  Enthält 
nämhch  eine  ihrer  Substitutionen  s^  das  Element  j\  nicht, 
^1  ="  ('*'i)  {x., ...)...,  so  nehmen  wir  eine  zweite  Substitution 
der  GrupiJe  s^ ,  die  x^  in  x^  überführt,  s^  =  (xiX^  .■■)■■  - 
und  bilden 

6'i  =  sj:  •  Sj  •  Sfc  =  (x/c)  (x.^  .  ■  .)  . 

Hieraus  sieht  man,  daß  Sj  auch  das  Element  x^  nicht 
enthält ;  und  da  Tc  beliebig  ist ,  so  wird  Sj  =  1  .  Also  ist 
die  Gruppe  regulär.  Dieser  Satz  kann  auch  als  besonderer 
Fall  des  vorigen,  G  =  H ,  aufgefaßt  werden. 

§  109.  In  §  18,  S.  28  haben  wir  aus  dem  Cayley- 
schen  Quadrate  einer  abstrakten  Gruppe  G  eine  ihr  ein- 
stufig isomorphe  Substitutionengruppe  S  hergeleitet,  die, 
wenn  kurz  durch  das  Schema 


9  \  9     9^ 
das  Cayleysche  Quadrat  bezeichnet  wird,  als 


{':)■'    «=w 


geschrieben  werden  kann. 

Vertauscht  man  Zeilen  und  Spalten  des  Cayley sehen 
Quadrates,  so  entsteht  eine  zweite  Gruppe  2' ,  die  einstufig 
isomorph  zu  G,  also  auch  zu  S  ist,  und  aus 


(7);       ---Kl 


gebildet  wird.    Dann  behaupten  wir,  daß  alle  Sg  mit  allen  Og 
vertauschbar  sind.     Es  ist  in  der  Tat 
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Snn„ 


^\  (y ^\  (^ ^\  ~  i  ^^\  (o (^ 'A  /<* ^^\  _  ( ^  \  (9 (^^ 


ahl  \  a     \  a  j      \a1i   \  ah     \  a  )      \ah 


ah\ 
a    1 


ga\  (ga Ji\  _  (g a\  __ 
[gahl  [   a   I       \  a  )  - '^ ' 

Also  erfüllen  S  und  -T  die  Bedingungen  des  Satzes 
in  §  107,  und  beide  Gruppen  haben  dieselbe  Ordnungs- 
und Gradzahl  n  .  Die  transitiven  Gruppen  regulärer 
Substitutionen  sind  einander  paarweise  derart 
zugeordnet,  daß  die  eine  aus  allen  den  Substitu- 
tionen besteht,  die  mit  denen  der  anderen  Gruppe 
vertauschbar  sind. 

10.  Kapitel. 

Substitutiouengruppen.  —  Primitivität. 

§  110.  Lassen  sich  die  Elemente  einer  transitiven 
Gruppe  G  so  in  Systeme  zerlegen,  daß  jede  Substitution 
von  G,  die  eins  der  Elemente  des  einen  Systems  in  ein 
Element  eines  zweiten  Systems  überführt,  alle  Elemente 
des  ersten  in  alle  jenes  zweiten  überführt  (wobei  das  zweite 
System  mit  dem  ersten  zusammenfallen  kann),  so  heißt 
die  Gruppe  imprimitiv.  Ist  bei  einer  transitiven  Gruppe 
eine  solche  Einteilung  nicht  möglich,  so  heißt  die  Gruppe 
primitiv.  Bei  mehrfacher  Transitivität  ist  natürlich  die 
Gruppe  stets  primitiv;  Imprimiti\ität  ist  nur  bei  einfach- 
transitiven Gruppen  möglich. 

Aus  der  Definition  der  Imprimitivität  folgt  sofort, 
daß  alle  Systeme  gleich  viele  Elemente  umfassen;  sowie, 
daß  jede  Substitution  der  imprimitiven  Gruppe  G  durch 
eine  Umstellung  der  Systeme  untereinander  und  mit  darauf- 
folgenden Umstellungen  der  Elemente  der  einzelnen  Systeme 
.bewirkt  werden  kann.  Die  Substitutionen,  welche  die 
Systeme  sämtlich  ungeändert  lassen,  bilden  einen  selbst- 
konjugierten Teiler  H  von  G.  Ist  s  seine  Ordnung,  so 
teilen  sich  die  Substitutionen  in  Teile  von  je  s  ,  so  daß 
alle  des  gleichen  Teils  die  Systeme  der  Imprimitivität  in 
gleicher  Weise   umstellen.     Das  folgt   aus   der  Zerlegung 

G==H  +  g,H  +  g,H+  ...  +gr,H 

ohne  jede  Schwierigkeit. 
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§  111.  I.  Lassen  sich  aus  den  Elementen  x^  ,  x.^ , 
.  .  . ,  Xn  der  Gruppe  G  a  herausheben  xi,  X2,  •  .  . ,  Xa, 
so  daß  jede  Substitution  von  G,  die  auf  ein  x' 
ein  zweites  x'  folgen  läßt,  alle  x'  untereinander  ver- 
tauscht, so  ist  G  imprimitiv.  Es  seil?  der  Teiler  von  G, 
der  nur  die  x'  untereinander  vertauscht;  U  eine  nicht  zu  H 
jrehörige  Substitution.  Dann  führen  alle  Substitutionen 
des  Komplexes  Et,  alle  x'  in  a  neue  x"  über;  denn  würde 
durch  Hto  ein  a?«  in  ein  Xß  umgewandelt,  dann  würden 
es  alle.  Und  nur  die  H  U  führen  die  x'  in  die  x"  über. 
Denn  tut  dies  ein  w,  so  würde  U't^^  zu  H  gehören,  also 
u  zu  HU.  Geht  man  so  fort,  dann  erkennt  man  die 
Imprimitivität  von  G . 

II.  G  ist  auch  schon  imprimitiv,  wenn  jede 
Substitution,  die  auf  ein  bestimmtes  Element  xl 
ein  ii;'  folgen  läßt,  alle  a;' untereinander  vertauscht. 
Denn  wenn  u  die  Folge  x^ x'ß  hat  und  t  die  Folge  x[ x^  , 
so  wird  das  Produkt  t  u  auf  xi  folgen  lassen  Xß ,  also  alle  x' 
aufeinander.  Und  da  der  Faktor  t  dies  tut,  so  tut  der 
Faktor  «  das  Gleiche.  Damit  ist  der  Satz  auf  den  vorigen 
zurückgeführt. 

Mit  diesem  ersten  Satze  sind  die  beiden  folgenden 
Theoreme  im  Wesen  identisch.  Wir  können  daher  wohl 
ihre  Beweise  übergehen. 

III.  Lassen  sich  aus  den  Elementen  x^,  X2,  . .  . ,  Xn 
der  transitiven  Gruppe  G  zwei  Komplexe  xi,  X2 , 
.  .  . ,  Xa  und  x'i,  x'/^  .  .  .,  xä  herausheben,  derart,  daß 
jede  Substitution  von  G,  die  auf  ein  x'  ein  x" 
folgen  läßt,  alle  x'  in  alle  x''  umwandelt,  so  ist  G 
imiDrimitiv. 

IV.  Wie  man  auch  aus  den  Elementen  Xi,  0*2, 
.  .  .,  Xn  einer  primitiven  Gruppe  G  a  Elemente  xi, 
x-i,  .  .  .,  x'a  auswählt,  die  Gruppe  enthält  stets  Sub- 
stitutionen, die  eins  der  x'  in  ein  anderes  x'  und 
gleichzeitig  ein  drittes  x'  in  eins  der  übrigen  {71  — a) 
Elemente  umwandelt. 

Aus  dem  Satze  I  können  wir  schließen: 

V.  Ist  G  eine  primitive  Gruppe  der  n  Ele- 
mente a-j,  x^,  ...,  Xn,  und  H  der  Teiler  von  G,  der 
a-i  nicht  umsetzt,  so  läßt  U  keins  der  anderen 
Elemente  x.^ ,   x^,   ...,   Xn   ungeändert;    mit    anderen 
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Worten:  so  gibt  es  in  H  Substitutionen,  die  x.^ , 
solche  die  a7;j ,  .  .  .,  solche  die  x,^  umstellen.  Gesetzt, 
alle  Substitutionen  von  R  ließen  ä-j  ,  x.^ ,  .  .  . ,  x^  und  nur 
diese  Elemente  auf  ihren  Plätzen,  so  wählen  wir  aus  G 
eine  Substitution  s„  mit  der  Folge  x.,Xy  ;  dann  läßt  sö^Hs 
das  Element  x^  ungeändert;  daher  ist  s^^  H  s^^  =  H,  und 
So  wandelt  die  x.^ ,  x^ ,  x^,  .  .  . ,  x^  als  festbleibende  Ele- 
mente untereinander  um.  Nach  dem  Theorem  II  wäre 
dann  aber  G  imprimitiv. 

§  112.  Sind  bei  einer  imprimitiven  Gruppe 
Einteilungen  der  Elemente  in  Systeme  der  Im- 
primitivität  auf  zweierlei  Arten  möglich,  so  kann 
man  eine  dritte  Einteilung  dadurch  herleiten,  daß 
man  alle  Elemente,  die  ein  System  der  ersten  mit 
einem  Systeme  der  zweiten  Einteilung  gemeinsam 
hat,  zu  einem  Systeme  der  dritten  Einteilung 
vereinigt. 

In  der  Tat  wandeln  ja  alle  Substitutionen  der  Gruppe, 
die  ein  Element  eines  Systems  der  dritten  Einteilung  in 
eins  des  gleichen  Systems  überführen,  wie  man  sofort 
sieht,  alle  dieses  Systems  in  ebensolche  um.  Gleichzeitig 
bemerkt  man,  daß  die  Anzahl  der  Elemente  jedes  dritten 
Systems  ein  gemeinsamer  Teiler  der  Elementenzahl  der 
Systeme  der  beiden  ersten  Einteilungen  wird.  Sind  also 
diese  beiden  Anzahlen  teilerfremd  zueinander,  so  ist  eine 
dritte  Einteilung  auf  diesem  Wege  nicht  zu  erreichen. 

Die  Umkehrung  des  obigen  Satzes,  die  sich  auf  die 
Zusammenfassung  von  Systemen  der  Imprimitivität  zu 
allgemeineren  beziehen  würde,  findet  nur  in  eingeschränkter 
Weise  statt,  wie  das  Beispiel 

6-  =  {{x^  X2)  (^3  x^)  (a?5  Xq)  ,  [x^  x^  x^)  {X2  Xq  x^)) 

zeigt.     Hier  sind  die  beiden  Einteilungen 

1     2  5        -i     5  5       4     ß        Uli  ex       «3y|  Ouo  j    Oui}  00  4  j    OCt^  Xc 

möglich,  eine  Zusammenfassung  dagegen  nicht. 

§  113.  Die  Frage  nach  den  Maximalordnungen  im- 
primitiver  Gruppen  gegebenen  Grades  n  läßt  sich  leicht 
beantworten.  Zerfallen  die  n  Elemente  in  x  Systeme  von 
je  l  Elementen,  so  gibt  es  im  höchsten  Falle  x\  Per- 
mutationen der  Systeme;  und  für  die  Elemente  jedes  ein- 
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zelnen  Systems  XI,  also  zusammeu  im  Maximum  y.liXiy-, 
wobei  X  '  X  =  n  sein  muß.  So  enthält  man  Gruppen  von 
einer  der  Ordnungen 

und  man  erkennt  leicht,  daß  die  erste  der  angegebenen 
Anzahlen  das  Maximum  der  Ordnungen  liefert. 

§  114.  Ist  H  ein  selbstkonjugierter  Teiler  der 
primitiven  Gruppe  G,  so  ist  H  transitiv.  Ins- 
besondere ist  H  transitiv,  wenn  G  mehrfach 
transitiv   ist. 

Wäre  nämlich  x^  ,  x^ ,  •  •  • ,  Xa  ein  System  transitiv 
in  H  verbundener  Elemente,  die  durch  H  mit  keinem  der 
anderen  Elemente  Xa+i ,  .  .  .,  Xn  zusammenhängen  [a  <n) , 
so  wählen  wii'  in  G  eine  Substitution  .9,3 ,  die  eins  der 
Elemente  Xi,  x^ ,  .  .  .,  Xa  in  ein  anderes  desselben  Systems, 
und  ein  drittes  in  eins  der  Elemente  Xa+i  ,  •••,  x^  um- 
wandelt. Wegen  der  Primitivität  von  G  gibt  es  ein 
solches  So  in  G.  Weil  nun  s^^  H s^  =n  wird,  so  folgt, 
daß  H  mehr  als  die  a  Elemente  a?^ ,  x.^ ,  .  ■  ■ ,  Xa  transitiv 
miteinander  verbindet.     Also  muß  a  =  n  werden. 

Aus  dem  bewiesenen  Satze  folgt,  daß,  wenn  eine 
transitive  Gruppe  G  einen  selbstkonjugierten,  intransitiven 
Teiler  B  besitzt,  dann  G  eine  imprimitive  Gruppe  ist. 

Die  Anzahl  der  intransitiven  Elementensysteme,  in  die 
die  Elemente  von  R  zerfallen,  ist  ein  Divisor  des  Grades 
von  G.    Als  Beispiel  diene  folgendes:  Die  Gruppe,  die  aus 

besteht,  hat  die  Gruppe  [1,  {x^x^)  {x.^x^)]  als  intransitiven 
selbstkonjugierten  Teiler;  und  sie  selbst  ist  imprimitiv 
mit  den  Systemen  x^ ,  x-^  und  x.2 ,  x^  oder  auch  x^ ,  x.2  und 
x-^  ,  x^  . 

Eine  Vervollständigung  des  Theorems  liefert  der  fol- 
gende Satz,  auf  dessen  Beweis  wir  nicht  eingehen  wollen: 
Ein  selbstkonjugierter  Teiler  einer  fc-fach  transi- 
tiven Gruppe  des  Grades  n,  bei  2<fc<w,  ist  im 
allgemeinen  mindestens  (fc  — l)-fach  transitiv. 
Eine   Ausnahme    können    nur    dreifach    transitive 

Netto,   Gruppen-  und  Substitutionentheorie.  10 
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Gruppen  des  Grades  2'"  mit  selbstkonjugierten 
Gruppen  der  Ordnung  2'"  als  Teiler  bilden.  (Jordan; 
Burnside.) 

§  115.  Wir  beweisen  nun  folgendes  Theorem: 
Besitzt  die  primitive  Gruppe  G  des  Grades  n 
Substitutionen  von  weniger  als  n  Elementen,  ist 
also  ihre  Ordnung  größer  als  n ,  dann  besitzt  G 
auch  einen  Teiler  genau  vom  Grade  (w  — 1);  oder  in 
anderer  Weise  ausgedrückt:  Eine  transitive  Gruppe  G 
des  Grades  w,  die  keinen  Teiler  enthält,  der  genau 
{ti  —  1)  Elemente  umsetzt,  jedoch  Teiler  geringeren 
Grades,  ist  imprimitiv. 

Der  Voraussetzung  nach  besitzt  G  einen  Teiler  L  von 
k<Cn  Elementen.  Diese  Elemente  wollen  wir  mit  x,^,Xo ,  ...,oC}_ 

7h 

bezeichnen.     Wir  nehmen  zuerst  ^^<^  an ;  dann  gibt  es 

zufolge  der  Primitivität  von  G  in  dieser  Gruppe  eine 
Substitution  s« ,  die  auf  eins  der  Elemente  von  L  ein 
anderes  derselben,  auf  ein  zweites  von  L  dagegen  ein 
neues,  nicht  in  L  vorkommendes  Element  folgen  läßt. 
Dann  enthält  i/ =  s^  ^  i  s«  neben  alten  Elementen  von  iy 
zugleich  neue,  so  daß  X^  =  (1/ ,  Xi)  mehr  als  A ,  aber  weniger 
als  2 1  <  n  Elemente  aufweist.     Ist  ihre  Anzahl  X^   auch 

Vh 

noch    <^ ,    so   kann   man   mit  Hilfe  einer  zweiten  Sub- 

stitution  Sß  zu  einem  neuen  Teiler  L^  =  {L^  ,  s^^  L^  Sß}  mit 
einer  noch  größeren  Anzahl  von  Elementen  etwa  mit  L 
gelangen,  usf.    Es  sei  nun  diese  Zahl  4  schon  gleich  oder 

größer  als  ^  ,  und  die  Elemente  von  L.,  seien  x^,  cc.^  ^  .  .  .,  xx,. 

Dann  gibt  es,  wiederum  wegen  der  Primitivität  von  (?, 
eine  Substitution  s., ,  die  auf  eins  der  nicht  in  Xo  vor- 
handenen Elemente  ein  anderes  nicht  in  i^  vorhandenes, 
dagegen  auf  ein  zweites  nicht  in  Xo  vorhandenes  ein  in  Xo 
vorhandenes  folgen  läßt.  Dann  verbindet  Xi  =  s^Xg  s~^  mit 
rcj ,  iTo ,  .  . . ,  a*;.,  neue  Elemente,  aber  ein  neues  bleibt  bei 
der  festgesetzten  Wahl  von  Sy  außerhalb  der  Gruppe  X3 ; 

AT 

und  endlich  enthält  X3 ,  da  1,^—  ist,  auch  noch  alte 
Elemente;   folglich   besitzt  X3  =-  (X^, ,  X3)  wiederum  mehr 
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Elemente  als  L^ ,  aber  weniger  als  G  selbst.  Fährt  man 
so  fort,  dann  gelangt  man  zu  einer  Gruppe  Ly  von  genau 
{n  —  1)  Elementen,  deren  Existenz  behauptet  war. 

Im  Anschluß  hieran  wollen  wir  unter  Beibehaltung 
der  gleichen  Bezeichnungen  beweisen: 

Enthält  eine  primitive  Gruppe  G  des  Grades  n 
einen  transitiven  Teiler  L  von  weniger  als  n  Ele- 
menten, so  ist  G  mindestens  zweifach  transitiv. 
Denn  mit  L  werden  L,  ,  L., ,  .  .  . ,  Ly  transitiv,  und  aus 
der  Transitivität  von  L,.  folgt  die  Behauptung  (§  98).  Ist 
n  eine  Primzahl,  so  ist  die  Gruppe  G  stets  primitiv,  sobald 
sie  transitiv  ist,  da  eine  Einteilung  der  Elemente  in  Systeme 
von  gleich  vielen  Gliedern  nicht  möglich  ist,  falls  jedes 
System  mehr  als  ein  Element  enthalten  soll. 

§  116.  Eine  jede  transitive  reguläre  Gruppe 
ist  imprimitiv.  Jede  ihrer  Substitutionen  gibt 
Veranlassung  zur  Bildung  eines  Systems  der  Im- 
primitivität,  indem  man  aus  allen  Elementen 
eines  jeden  Zyklus  ein  System  bildet.  Machen  wir 
nämlich  alle  Elemente  x^,  x.^  ,  .  .  . ,  Xa  eines  Zyklus  der 
Substitution  s  zu  einem  Systeme,  so  reicht  es  aus,  zu 
beweisen,  daß  jede  Substitution,  die  eins  dieser  Elemente 
in  eins  derselben  umwandelt,  alle  diese  nur  untereinander 
vertauscht,  xx  sei  eins  unter  ihnen,  und  die  Substitution  t 
der  Gruppe  habe  die  Folge  x^  xi ;  dann  hat  eine  Potenz  s'' 
von  s  dieselbe  Folge,  und  i  •  s"''  läßt  xx  ungeändert.  Wegen 
der  Eegularität  ist  i  •  s " "  =  1  und  ^  =  s'' .  Also  vertauscht 
t  alle  a?! ,  x.,^  ...,  Xa  nur  untereinander,  und  diese  Ele 
mente  bilden  daher  ein   Imprimitivitätssystem. 

§  117.  Wir  haben  in  §  99,  S.  127  die  folgenden  Sätze 
bewiesen:  Enthält  eine  fc(>l)-fach  transitive  Gruppe  eine 
Transposition,  so  ist  sie  symmetrisch;  enthält  sie  eine 
Zirkularsubstitution  dritter  Ordnung,  so  ist  sie  alternierend 
oder  symmetrisch.  Für  einfache  Transitivität  gelten  diese 
Sätze  nicht  mehr  unbedingt,  wie  die  Gruppen  des  Grades  4 

und  des  Grades  6 

G  =  {{x^  X.,  Xs) ,     (^74  x^  Xq)  ,     {x^  x^)  (a-2  x^)  {x^  Xq)} 

10* 


148  10.  Kapitel,  §  117— §  119. 

zeigen.  Dagegen  gelten  die  Sätze  auch  bei  einfacher 
Transitivität  für  primitive  Gruppen,  wie  jetzt  bewiesen 
werden  soll. 

G  sei  eine  primitive  Gruppe  der  Elemente  x^,  x^^  x^ , 
. , .  ,Xn,  und  Sj  =  (Xi  X2)  eine  in  G  vorkommende  Transposition. 
Dann  enthält  (§  111,  IV,  S.  143)  G  Substitutionen,  die  eins 
der  Elemente  x^ ,  x.2  in  sich  oder  in  das  andere  und  das 
zweite  der  Elemente  x^,  x.2  in  ein  neues  x^  umwandeln; 
^1  =  {x^x^  . .  .  (iCg  ajg  . .  .)  sei  eine  solche  Substitution.  Dann 
ist  tx^  8^t^  =^  {x^x.^  und  die  symmetrische  Gruppe 
5^3  =  {(iCj »2) ,  {x^x^^f  von  ic, ,  x.2^  x^  in  G  enthalten. 
Weiter  gibt  es  in  G  Substitutionen,  die  eins  der  Elemente 
*i  >  ^2  >  ^3  ^^  si^^  oder  in  ein  anderes  unter  ihnen,  aber 
ein  zweites  der  Elemente  x^^  a?o ,  x^  in  ein  neues  x^  um- 
wandeln ;  1,  =  (a?2  i»i  •••)•••  fe  «^4  •••)••  •  sei  eine  solche 
Substitution.  In  K^,  kommt  dann  {x^  x.^  vor  und  in  G 
die  Transformierte  t^  ^  {x^  x^  t^  =  (x^  x^) .  Daher  ist  die 
symmetrische  Gruppe  H^  =  {{x^  X2) ,  (x^  x^) ,  (x^  x^)}  ein  Teiler 
von  G.  Geht  man  so  weiter,  so  erkennt  man  die  Eichtig- 
keit  des  Satzes. 

In  ähnlicher  Art  geht  man  beim  Beweise  des  zweiten 
Satzes  vor.  Hier  sei  s^  =  (x^x^x^)  eine  in  G  vorkommende 
Zirkularsubstitution  dritter  Ordnung.  Nun  enthält  G  Sub- 
stitutionen, die  eins  der  Elemente  ic^ ,  Xo ,  x^  in  sich  oder 
in  ein  anderes,  und  ein  zweites  derselben  Elemente  in  ein 
neues  x^^  umwandelt.  Eine  solche  Substitution  sei  z.  B. 
t^  =  (a?!  iPg  a?5  ...)...  (x.^  x^  ...)...  ;  dann  wird 

tr  ^  (a?i  X2  %)  ti  =  {x^  x^  x^)  =  o  , 
sl  o  Sj  ö-  Si  =  (a?!  X2  x^)  , 

und  G  enthält  außer  {x^^  X2  x^)  noch  die  Zirkularsubstitution 
{xi  X2  x^) ,  und  die  alternierende  Gruppe  von  x^ ,  a*o ,  x^ ,  x^ 
ist  als  Teiler  in  G  enthalten  (vgl.  den  Beweis  zu  §  99).  Die 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  führt  zum  behaupteten  Satze. 
So  folgt:  Enthält  eine  primitive  Gruppe  eine  Trans- 
position, so  ist  sie  symmetrisch;  enthält  eine 
primitive  Gruppe  eine  Zirkularsubstitution  aus 
drei  Elementen,  so  ist  sie  alternierend  oder 
symmetrisch. 

§  118.      Gesetzt,    es   ist   eine    auflösbare,    primitive 
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Substitutionengruppe  G  gegeben.  Das  letzte  Glied  der 
Hauptreihe  vor  der  Einheit  wird  (§  58,  S.  76)  eine 
Abelsche  Gruppe  H  der  Ordnung  p"",  wobei  p  eine  Prim- 
zahl bedeutet.  Nach  §  114,  S.  145  ist  H  transitiv  in  den 
Elementen  von  G;  und  nach  §  97,  S.  125  ist  die  Ordnung 
einer  transitiven  Gruppe  ein  Vielfaches  ihres  Grades.  In 
unserem  Falle  ist  demnach  der  Grad  von  R  und  damit 
auch  der  von  G  eine  Potenz  der  Primzahl  p.  D.  h.:  Eine 
auflösbare  Gruppe  kann  nur  dann  primitiv  sein, 
wenn  ihr  Grad  eine  Primzahlpotenz  ist. 

§  119.  Die  Gruppe  G  der  Ordnung  r  =  n  •  s  möge  die 
Gruppe  H  der  Ordnung  s  als  Teiler  enthalten.  Dann  kann 
man  mit  Hilfe  passend  gewählter  Operatoren  gi,  go ,  •  ■  ■ ,  gn 
G  in  Komplexe  zerlegen  (§  24,  S.  36) 

(1)  G  =  ng,  +  Hg,+  ...  ^Hg„  (fl^i  =  1)  , 

so  daß  nicht  zwei  Summanden  der  rechten  Seite  einen 
Operator  gemeinsam  haben.  Ist  nun  g''  ein  willkürlich 
gewählter  Operator  aus  G,  so  findet  sich  das  Produkt 
9\9'=g'  iii  einem  der  Summanden  Hg.,,  und  folglich 
stimmen  alle  Operatoren  B  g^  g'  mit  denen  xonH  g-,  überein. 
Ähnliches  gilt  von  g.g',  .  .  .,  g^g',  und  da  Hg^g'^  Hgßg' 
ist,  so  sieht  man,  daß  die  Zerlegung 

(1*)  G=^Hg,g'+Hg,g'+...+Hg,g' 

bis  auf  die  Anordnung  der  Summanden  mit  der  früheren 

(1)  übereinstimmt.  Dabei  wird  durch  jeden  Operator  g' 
eine  Permutation  der  n  Komplexe 

(2)  Hg,,  Hg,,  ...,  Hg, 

hervorgerufen ;  diese  mag  mit  y'  bezeichnet  werden.  Da  zu 
dem  Produkte  g'g"  die  Zerlegung 

G  =  Hg,  g'g"+Hg,  g'g"-\-  .  .  .  -f  Hg^g'g'' 

gehört,  so  ist  der  Komposition  g'g"  die  Komposition  y'y" 
zugeordnet,  und  die  7',  ;'",  .  .  .  bilden  eine  zu  G  isomorphe 
Gruppe  r  der  n  Elemente  (2).  F  ist  transitiv;  denn  um 
H  g^  auf  H  g/i  folgen  zu  lassen,  reicht  es  ja  aus,  g'  =  gß^  g^ 
zu  nehmen.  Wie  man  sieht,  ist  hier  die  Art  der  Kompo- 
sition von  der  gewöhnlich  verwendeten  verschieden. 
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Es  fragt  sich,  welcher  Teiler  von  G  dem  Einheits- 
operator in  r  entspricht.  Ist  ^^  ein  Operator  dieses  Teilers 
von  ö,  so  muß  Hg^g^^  für  jedes  g,,  zu  H  g^  werden,  also 
^ggfo  zu  Hg^  gehören  und  ^r,,  zu  g~^Hg^,.  Folglich  gehört 
^0  zu  der  Gruppe 

D  =  }H,  gi'Hg,,  g^' H  g, ,  ...,  g-'Hg,{. 

Umgekehrt  liefert  jedes  g^,  aus  D ,  wenn  h  eine  Sub- 
stitution aus  H  bedeutet,  für  jedes  ^  =  2 ,  3 ,  .  .  .,  n 

9o  =  9^'^  ^i 9o  ,     9r. 90  =  'i 9o  ,     Bg^g^  =  Hg^. 

D  ist  der  größte  selbstkonjugierte  Teiler  von  G ,  der  in 
E  enthalten  ist. 

Demnach  wird  F  einstufig  isomorph  zu  der  Faktor- 
gruppe G  D . 

Hat  die  Gruppe  G  der  Ordnung  r  den  Teiler 
H  der  Ordnung  s,  und  ist  D  der  größte  echt  in  H 
enthaltene  selbstkonjugierte  Teiler  von  G,  so  läßt 
sich  die  Faktorgruppe  GjD  als  transitive  Gruppe 
Fvon  r  :s  Elementen  darstellen.  Isti)=l,soist 
6r  als  Substitutionengruppe  von  r:s  Elementen 
darstellbar. 

§  120.  Wir  bleiben  bei  den  Bezeichnungen  des  vorigen 
Paragraphen  und  setzen  D  =  1  voraus.  Wir  untersuchen 
den  Fall,  daß  es  einen  echten  Teiler  .4  von  G  gibt,  der 
seinerseits  H  als  echten  Teiler  enthält.  Man  sieht  leicht, 
daß  A  der  Komplex  einer  Anzahl  von  Summanden  von  (1) 
wird.     Wir  können  also  setzen 

(3)  A=Hg,-^Hg.,  + ...  +  Eg,  {g,=l), 

wobei  Q  ein  Teiler  von  n  ist.  Gesetzt,  ein  g'  führt  eins 
dieser  H  g^  in  ein  anderes  H  g^  über  (a  ,  ß  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  g), 
so  daß 

Hg,g'=Hgß     und     g' =  {H  g^Y^H  gß) 

wird,   dann  gehört  also  g'  zur  Gruppe  A  ,  und  man  hat 

(3a)  A=Hg,g'+Hg,g'+...+Hg,g\ 

Folglich  führt  jedes  ;'  aus  /',  das  einen  Summanden  von 
(3)  in  einen  anderen  von  (3)  umwandelt,  alle  aus  (3)  in- 
einander über,  d.  h.  F  ist  eine  imprimitive  Gruppe. 
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Wenn  umgekehrt  F  eine  imprimitive  Gruppe  der  Ele- 
mente (2)  ist,  so  zerfallen  diese  Elemente  (2)  in  Systeme 
der  Imprimitivität,  unter  denen  eins 

(4)  Eg,,  Hg,,  ...,  Hg,  {g,=  l) 

sein  möge.  Jede  Substitution  j/  der  Gruppe  F,  die  eins 
der  Elemente  (4)  in  ein  anderes  von  (4)  umwandelt,  ver- 
tauscht alle  aus  (4)  nur  unter  sich.  Dem  y'  entspreche 
g'  in  G,  dann  wird  jedes  g',  für  das  H g' =  H g^  ist 
(öc  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  q),  auch  H  g.]  g'  =  H  gy  liefern ,  wobei 
ß ,  y  =1 ,  2,  3,  ...,  Q  .  Hierbei  ist  ß  willkürlich  und  y 
durch  ß  bestimmt.  Da  aus  der  ersten  Gleichung  folgt, 
daß  g'  zu  H  g^i  gehört,  so  ergibt  sich  aus  der  zweiten 

Hgii'Hgo,  =  Hgy,         {oc ,  ß  ,  y  =  1  ,  2  ,  .  . .,  q) 

d.  h.  der  Komplex  der  Substitutionen  von  G ,  die  in  den 
Q  Summanden  (4)  vereinigt  sind,  bildet  eine  Gruppe,  die 
H  als  echten  Teiler  enthält  und  gleichzeitig  als  echter 
Teiler  in  G  enthalten  ist. 

Wird  im  Theoreme  des  vorigen  Paragraphen 
D  =  1 ,  so  ist  die  darstellende  Gruppe  /'  imprimitiv 
oder  primitiv,  je  nachdem  ein  echter  Teiler  von  G 
besteht  oder  nicht,  der  H  enthält. 

§  121.  Aus  den  Ergebnissen  der  beiden  letzten  Para- 
graphen läßt  sich  eine  Eeihe  von  Schlüssen  ziehen,  von 
denen  wir  einige  hier  anführen  wollen. 

I.  Hat  eine  imprimitive  Gruppe  G  Substitutionen, 
die,  ohne  gleich  1  zu  sein,  die  einzelnen  Imprimitivitäts- 
systeme  sämtlich  ungeändert  lassen,  dann  ist  die  Gruppe 
G  zusammengesetzt,  da  ja  diese  Substitutionen  mit  der 
Einheit  zusammen  einen  selbstkonjugierten  Teiler  bilden. 
Natürlich  kann  es  noch  andere  sellDstkonjugierte  Teiler  in 
der  Gruppe  G  geben.  Ist  aber  die  Gruppe  einfach,  so 
enthält  sie  keine  Substitutionen  außer  der  Einheit,  die 
kein  Imprimitivitätssystem  umstellen.  In  diesem  Falle 
wählen  wir  für  das  H  der  beiden  vorigen  Paragraphen 
die  Einheit  H  =  1 ;  dann  wird  auch  D  =  1  und  F  ein- 
stufig isomorph  zu  G .  Die  Gruppe,  deren  Elemente  die 
Imprimitivitätssysteme  Si  ,82,.-.  sind,  ist  einstufig  iso- 
morph zu  F;  sie  ist  transitiv  und  ihr  Grad  ein  Teiler  des 
Grades  von  G  .    Eine  imprimitive  Gruppe  des  Grades 
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n  ist  entweder  zusammengesetzt  oder  einer  transi- 
tiven Gruppe  isomorph,  deren  Grad  ein  eigent- 
licher Teiler  von  n  ist. 

II.  Hat  eine  einfache  Gruppe  der  Ordnung 
r  =  S'n  einen  Teiler  der  Ordnung  s,  so  ist  sie 
(einstufig  isomorph)  als  transitive  Gruppe  des 
Grades  n  darstellbar.  Denn  wenn  man  den  Teiler  der 
Ordnung  s  als  Gruppe  H  in  der  bisherigen  Bezeichnung 
nimmt,  findet  sich  !>  =  1 ,  da  ja  überhaupt  kein  selbst- 
konjugierter Teiler  >1  vorhanden  ist. 

III.  Eine  einfache  Gruppe  kann  stets  (ein- 
stufig isomorph)  alsSubstitutionengruppe  in  primi- 
tiver Form  dargestellt  werden.  Dazu  reicht  es  aus, 
als  Gruppe  H  einen  Maximalteiler  von  G  zu  wählen.  Ein 
eigentlicher  Maximalteiler  ist  nur  dann  nicht  vorhanden, 
wenn  die  Ordnung  der  Gruppe  eine  Primzahl  ist;  für 
diesen  Fall  wird  aber  der  Satz  selbstverständlich. 

§  122.  Die  Untersuchungen  der  drei  voraufgehenden 
Paragraphen  haben  uns  auf  das  folgende  wichtige  Problem 
geführt:  Es  soll  eine  gegebene  abstrakte  Gruppe  ein- 
stufig isomorph  als  transitive  Substitutionen- 
gruppe auf  alle  möglichen  Arten  dargestellt  werden. 
Eine  Methode  der  Lösung  ist  in  §  119,  S.  150  gegeben; 
wir  wollen  nun  zeigen,  daß  durch  sie  alle  überhaupt  mög- 
lichen Darstellungen  der  Gruppe  geliefert  werden. 

Gegeben  sei  die  transitive  Substitutionengruppe  G  der 
Ordnung  r  =  %'  s  und  des  Grades  n  mit  den  Elementen 
a^i  ,  a?2 ,  .  .  . ,  a7„ .  Es  sei  -ff  der  Teiler  von  G ,  der  a^j  nicht 
umsetzt,  dann  enthält  der  Komplex  Hga  alle  und  nur  die 
Substitutionen  von  G ,  die  auf  x^  folgen  lassen  a;« ,  falls 
gr«  eine  beliebige  A^on  ihnen  ist.     Man  hat 

G^H-{-Bg.,-^Eg,-{-...-\-Hg,. 

Wir  betrachten  nun  wieder  die  Komx)lexe 

ff,  Hg.,,  Hg.^,  ..  .,  H  g^ 

als  n  Operatoren;  dann  zeigen  die  Schlüsse  aus  §  119,  daß 
diese  als  Elemente  einer  zu  G  isomorphen  Substitutionen - 
gruppe  r  gedeutet  werden  können.  Ferner  sieht  man, 
daß  die  dort  mit  D  bezeichnete  Gruppe,  nämlich 

D  =  }L  .g-l'Hg,,  ...,  g;'Hg,{, 
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hier  den  Wert  1  hat.  Denn  da  j?  das  Element  x^  nicht  um- 
stellt, so  kommen  in  der  Klammer  Transformierte  vor, 
die  Xo ,  %  ,  .  .  . ,  Xn  nicht  umstellen.  D  kann  also  als 
selbstkonjugierter  Teiler  nur  die  Einheit  enthalten,  und 
r  ist  zu  G  einstufig  isomorph. 

Ist  nun  eine  abstrakte  Gruppe  G'  der  Ordnung  r  =  n-  s 
als  transitive  Substitutionengruppe  G  von  n  Elementen  dar- 
stellbar, dann  hat  G  einen  Teiler  der  Ordnung  s  =  r:n, 
derart,  daß  der  selbstkoujugierte  Maximalteiler  der  Grui^pe 
rter  Ordnung,  der  als  Teiler  H  der  Gruppe  ster  Ordnung 
auftritt,  zur  Einheit  wird.  Wenn  nun  die  abstrakte 
Gruppe  G'  einstufig  isomorph  zur  transitiven  Substitutionen - 
gi'uppe  G  ist,  dann  reicht  es  aus,  in  §  119  für  den  Teiler 
H'  von  G'  den  zu  wählen,  der  dem  H  in  G  isomorph  ist, 
um  zu  G  zurück  zu  gelangen. 

Es  ist  hiernach  das  Problem  der  Darstellung  von  G 
darauf  zurückgeführt,  alle  Teiler  H'  von  ö'  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  alternierende  Gruppe  G' 
von  5  Elementen  und  der  Ordnung  60  behandeln  und  als 
transitive  Gruppe  auf  alle  möglichen  Arten  darzustellen 
suchen;  dabei  kommt  es  also  auf  die  Bestimmung  aller 
Teiler  H'  von  G'  an.  Diese  können  als  Ordnungszahlen  nur 
haben 

2,  3,  4,  5,  G,  10,  12,  15,  20,  30  ; 

die  Grade  der  Teiler  H'  werden  bzw. 

30,  20,  15,  12,  10,  6,  5,  4,  3,  2  . 

Die  drei  letzten  MögHchkeiten  müssen  ausgeschaltet  werden, 
da  aas  vier,  oder  drei,  oder  zAvei  Elementen  keine  Gruppe 
der  Ordnung  60  gebildet  werden  kann.  Die  sieben  ersten 
Möglichkeiten  verwirkUchen  sich  auf  je  eine  Art,  nämlich 
durch  die  folgenden  Teiler  H' 

s  =  2  ;  E'=  {{x^  x.^)  (a?3  x^)}  ; 

sr=3;  H'={{xiX2X.^)}; 

s  -  4  ;  H'=  {(a?i  a-^)  {x^  x^) ,  {x^  x^)  {x^  x^)  ; 

s  ==  5  ;  JI'=  {{x^  x.^  x^  x^  x.^)  ; 

«  =  6  ;  B.'=  ((a?i  x^  x.^  ,  (a?!  x.^  K Xr^)  ; 

s  -=  10  ;  B'=^  {{x^  X.2  X3  x^  x-^  ,  {x.,  x^  {x.^  x^)  ; 

s  =  12  ;  R'=^  {{xy  X.,  x.^) ,  {a?i  x^^  {x.^  a?J>  . 
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Bei  diesen  Bildungen  ist  darauf  zu  achten,  duß  die  kon- 
stituierenden Substitutionen  sämtlich  gerade  sind.  In  allen 
Fällen  ist  i>'=  1 ,  wie  aus  der  Bemerkung  folgt,  daß  nach 
§  64,  S.  81  die  alternierende  Gruppe  einfach  ist. 

§  123.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  wollen  wir  noch 
die  primitiven  Gruppen  der  niedrigsten  Grade  zusammen- 
stellen. 

I.  Es  sei  n  =  2  der  Grad  der  primitiven  Substitu- 
tionengruppe G .     Offenbar  ist 

II.  Für  w  =  3  findet  man  zwei  Gruppen,  die  primi- 
tiv sind, 

öl  =  {{x,  X.,  X.,) ,  {Xy  x^)}  ,     0,  =  {(a?!  %  x^))  , 

die  symmetrische  und  die  alternierende  Gruppe. 

III.  Wir  nehmen  w  =  4  .  Dann  wird  die  Ordnung 
der  Gruppe  G  ein  Teiler  von  4 !  =  24  und  wegen  der 
Transitivität  ein  Vielfaches  von  4 ,  also  eine  der  Zahlen 
4  ,  8  ,  12  ,  24  .  Die  beiden  letzten  Zahlen  führen  auf  die 
alternierende  und  auf  die  symmetrische  Gruppe,  die  beide 
primitiv  sind. 

Die  Gruppen  von  der  Ordnung  4  haben  wir  in  §  16, 
S.  24  behandelt.     Es  sind  die  zyklische  Gruppe 

G  =  {{xi  Xo  x.^  x^)} 
und  die  Vierergruppe 

G  =  {(.Ti  x^)  (x.,  .rj  ,  {x^  X.,)  {x.,  .tJ>  ; 

beide  sind  imprimitiv. 

Die  Gruppen  von  der  Ordnung  8  sind  in  §  71,  S.  91 
aufgestellt  worden.  Von  den  dort  gefundenen  Abel  sehen 
können  wir  absehen,  denn  nach  §  108,  S.  141  sind  es 
reguläre  Gruppen,  und  deshalb  sind  sie  nach  §  116,  S.  147 
imprimitiv.     Weiter  erhält  mau  außer  diesen  noch 

Gi  =  {(1234)  (5678) ,  (15)  (28)  (37)  (46)> 
und 

ö-i  =  {(1234)  (5678) ,  (1537)  (2846))  . 

Bei  der  Untersuchung,  ob  eine  Gruppe  primitiv  oder 
imprimitiv  sei,   reicht  es  aus,   die  konstituierenden  Sub- 
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stitutionen  in  Betracht  zu  ziehen.  Dabei  liefert  nun  G^ 
sofort  die  beiden  Imprimitivitätssysteme 

1,3,5,7,     und     2,4,6,8. 

Gl  ist  also  imprimitiv. 

Bei  G2  ist  genau  das  gleiche  der  Fall.  Auch  hier 
treten  dieselben  beiden  vSysteme  auf. 

Es  bleiben  somit  als  primitive  Gruppen  des  Grades  4 
wieder  nur  die  symmetrische  und  die  alternierende  zurück. 

IV.  Endlich  behandeln  wir  noch  w  =  5  .  Hier  ist,  me 
bei  jedem  Primzahlgrade,  jede  transitive  Gruppe  primitiv. 
Es  kommt  also  nur  auf  die  Bestimmung  dieser  transitiven 
Gruppen  von  fünf  Elementen  an.  Ihre  Ordnungen  können 
nur 

5,  10,  15,  20,  30,  40,  60,  120 

sein.  Die  alternierende  sowie  die  symmetrische  Gruppe 
der  fünf  Elemente  x^  ,  Xo,  % ,  x^ ,  x^  gehören  zu  den 
gesuchten  Gruppen. 

Keine  der  übrigen,  etwa  noch  vorhandenen,  kann  eine 
Substitution  von  einer  der  Formen 

{x^  X.2)     oder     {x^  Xo  x^)     oder     {x^  x^)  (x-^  x^  %) 

enthalten,  weil  die  Gruppe  sonst  alternierend  oder  sym- 
metrisch wäre  (§  117,  S.  148).  Also  können  nur  Substitu- 
tionen von  einer  der  Formen 

(a7j  Xo)  {x.^  x^)     oder     {x^  x.,  x.^  x^)     oder     (x^  x.,  x.^  x^  x^) 

vorkommen.  Da  die  Gruppe  transitiv  ist,  muß  sie  Sub- 
stitutionen enthalten,  die  alle  fünf  Elemente  umsetzen 
(§  101,  S.  130),  also  von  der  Form  sind  s,,  =  {x^  x^  Xo,  ^^x.^  . 
Ferner  ist,  da  kein  (x^  x.,  x.^)  vorkommt,  die  Ordnung  der 
Gruppe  r  nicht  durch  3  teilbar,  also  r  ein  Teiler  von  40 . 
Nun  wird  nach  dem  III.  Sylowschen  Satze  (§81,  S.  104) 

r  =  5  •  w  (1  -f  5  •  Ä;)  , 

und  m  (1  +  5  •  k)  ist  ein  Teiler  von  8  ;  daher  Ic  =  0  ,  und 
{sq}  ein  selbstkonjugierter  Teiler  der  Gruppe.  Sucht  man 
nun  nach  §  32,  S.  48  alle  Substitutionen  von  x., ,  x.^ ,  x^ ,  x^ , 
die  {sq}  in  sich  transformieren,  so  findet  man  nur  die  drei 

(J?2  3*3  Xr,  XJ  ,    [Xo  X^)  (a?3  X^)  ,    [Xo  X^  Xr^  X^)  . 
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Dalier  kommt  allein  eine  der  beiden  metazyklischen  Gruppen 

"1   ^^   vl-^l  ''^2  %  ^4  ^5)  >    (^2  %  ^5  ^4)/   ? 

ö.  =  {(a?i  X.2  rrs  a;^  375) ,  {x.^  Xr^  {x^  x^)) 

in  Frage,  deren  zweite  ein  Teiler  der  ersten  ist. 

Für  n  =  b  gibt  es  also  vier  primitive  Gruppen :  die 
alternierende,  die  symmetrische,  die  Gruppe  öj  von  der 
Ordnung  20  und  die  Gruppe  öo  ^on  der  Ordnung  10  . 


11.  Kapitel. 

Substitutioiiengiuppen.  —  Gruppen  höchster  Ordnungen 
bei  gegebenem  Grade. 

§  124.  Sind  n  Elemente  x^,  x.^  ,  .  .  . ,  a?„  gegeben,  so 
ist  die  Gruppe  höchster  Ordnung,  die  sich  aus  ihnen  bilden 
läßt,  die  symmetrische,  und  ihre  Ordnung  ist  r  =  n!  Die 
Gruppe  der  nächst  Ideineren  Ordnung  ist  die  alternierende 
mit  r  =  Inl ,  d.h.  mit  dem  Index  2  gegen  die  symmetrische. 
In  §26,  S.  40  ist  bewiesen  worden,  daß  die  alternierende 
Gruppe  auch  die  einzige  dieser  Ordnung  oder  dieses  Index 
ist.  Ferner  können  wir  die  symmetrische  Gruppe  der 
{n  —  1)  Elemente  x^,  Xo ,  ■■■,  x„_i  als  Teiler  der  von 
a?i ,  Xo ,  .  .  . ,  Xn  ansehen  und  kommen  so  auf  eine  Gruppe 
wten  Grades  von  der  Ordnung  {n  —  l)\  und  mit  dem 
Index  n  gegen  die  symmetrische  Gruppe  von  n  Elementen. 
Wir  werfen  die  Frage  auf,  ob  es  Gruppen  wten  Grades 
gibt,  deren  Ordnung  zwischen  Inl  und  {n—l)\  liegt,  so 
daß  der  zugehörige  Index,  der  im  folgenden  stets  auf  die 
symmetrische  Gruppe  bezogen  werden  soll,  falls  nichts 
anderes  bestimmt  wird,  zwischen  2  und  n  fällt. 

Gesetzt,  wir  haben  eine  solche  Gruppe  G,  so  denken 
wir  uns  alle  ihre  r  Substitutionen  in  Form  von  Zyklen - 
komplexen  hingeschrieben.  Aus  allen  diesen  denken  wir  uns 
weiter  ein  Element,  etwa  x^,  weggewischt,  dann  bleiben 
Zyklen  von  {n  —  1)  Elementen  zurück,  die  wir  wieder  als 
Substitutionen  deuten.  Diese  werden  im  allgemeinen  keine 
Gruppe,  sondern  nur  einen  Komplex  K  bilden.  Die  Anzahl 
der  so  erhaltenen  Substitutionen  ist  r  >  {n  —  1) !  Nun 
gibt  es  aber  nur  (/i  —  1) !  verschiedene  Substitutionen  von 
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(n  —  1)  Elementen ;  folglich  enthält  K  mindestens  zwei 
gleiche  Substitutionen.  Es  müssen  daher  in  G  verschiedene 
Substitutionen  vorkommen,  die  in  K  identisch  werden,  die 
sich  also  in  G  nur  durch  die  Stellung  des  einen  Elementes  x^ 
unterscheiden.  Das  kann  auf  zweierlei  Art  geschehen,  ent- 
weder so,  wie  bei  den  Substitutionen 

wobei  in  der  Bezeichnung  nur  die  Verschiedenheit  hervor- 
gehoben ist;  oder  so,  wie  bei 

ti  =  .  .  .  Xy.x^Xf.  .  .  .     und     <2  =  .  .  .  iPx  a?;.  .  .  .  (xj)  . 

Demnach  kommt  in  der  Gruppe  G  auch  vor  entweder  die 
Zirkularsubstitution 

oder  die  Trausposition 

Nun  muß  G  aber  transitiv  und  für  w  >  4  auch  primitiv 
sein.  Denn  wäre  G  intransitiv,  so  würde  es  nach  §  106, 
S.  139  als  Maximum  der  Ordnung  {n  —  1)!  haben,  während 
doch  r>(M  — 1)!  angenommen  war;  und  wäre  G  zwar 
transitiv,  aber  imprimitiv,  so  würde  nach  §  113,   S.  145 

als  Maximum  der  Ordnung  r  =  2!|~-!|    für  w>4  kleiner 

als  {n  —  l)l  werden.  Für  w>4  ist  also  G  primitiv;  nach 
§  117,  S.  148  wird  dann  G  alternierend  oder  symmetrisch. 
Für  w  =  4  ist  dagegen  2(2!)-  =  8  >  3! .  Hier  kann 
demnach  eine  Gruppe  der  verlangten  Eigenschaft  erscheinen. 
Wir  sind  einer  solchen  schon  mehrfach  begegnet;  sie  tritt 
in  der  Form  auf 

1  ,    {Xi^X2)  5    [X-^  X^)  ,    {XiX.2)  [Xi  x^) ,    {Xi^X^}  {Xo  x^) ,    {x^x^}  {x.^  X^) 

[x^  x^  X2  x^f  f  (x^  x^  Xo  X'j)  ; 

für  sie  ist  der  Index  3  wirklich  größer  als  2  und  kleiner 
als  der  Grad  n  =  i .  Dies  ist  der  einzige  Typus  von 
Gruppen  mit  r=2' 4  undw  =  4  ,  wie  aus  dem  zweiten  Sy  low - 
sehen  Satze  §  80,  S.  103  folgt,  wenn  man  p  =  2  und  öc  =  3 
setzt;  denn  alle  vorhandenen  bilden  ein  einziges  kon- 
jugiertes System. 
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Eine  Gruppe  des  Grades  w,  deren  Ordnung 
größer  als  (w— 1)!  ist,  wird  alternierend  oder 
symmetrisch,  falls  n>4  ist.  Für  m  =  4  dagegen 
bildet  die  Gruppe 

G^dx^x^),  (xiXs)  {x..x^)} 

eine  Ausnahme;   ihre  Ordnung  ist  gleich  8. 

§  125.  Wir  gehen  zur  Untersuchung  der  Gruppe  G 
des  Index  n  ,  also  der  Ordnung  r  =  (n  ~1)\  beim  Grade  n 
und  den  Elementen  x^,  x^  ,  .  .  . ,  x,i  über.  Denken  wir  uns 
auch  hier  die  Substitutionen  in  Zyklen  hingeschrieben 
und  dann  ein  Element,  etwa  x^ ,  in  allen  getilgt,  so  bleiben 
(w— 1)!  Substitutionen  eines  Komplexes  ül  der  (w— 1)  Ele- 
mente X2  ,  x^  ,  .  .  . ,  Xn  zurück.  Unter  den  Substitutionen 
von  K  kann  es  gleiche  geben;  es  können  aber  auch  alle 
untereinander  verschieden  sein.  Im  ersten  Falle  kommen 
wir  auf  die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
zurück  und  sehen,  daß  G  ein  {Xy_Xf,Xi)  oder  ein  (Xy^x^) 
enthält.  Wäre  G  transitiv  und  primitiv,  so  fiele  es  wegen 
der  Existenz  dieser  Substitutionen  mit  der  alternierenden 
oder  mit  der  symmetrischen  Gruppe  des  Grades  n  zu- 
sammen.   Wäre  G  transitiv  und  imprimitiv,  so  wäre  seine 

Ordnung  höchstens  2(-^!|  <  {n  —  1)!  für  ??-  >  4  .    Es  kann 

also  G  nur  intransitiv  sein  und  muß  dabei  den  Maximal- 
wert {n  —  1)\  der  Ordnung  annehmen.  Dann  fällt  G  mit 
der  symmetrischen  Gruppe  von  (n  —  1)  Elementen  zu- 
sammen. 

Im  zweiten  Falle,  daß  es  unter  dem,  aus  G  durch 
Unterdrückung  von  Xj  hervorgehenden  Substitutionen - 
komplexe  K  keine  gleichen  Substitutionen  gibt,  bilden 
diese  zusammen  alle  der  Elemente  ojg ,  %  ,  .  .  • ,  a?„ .  Also 
kommen  insbesondere  alle  Transpositionen  von  rrg ,  x^ , 
.  .  . ,  Xn,  nämlich 

(1)  [X2  X^)  ,    {X2  X^)  ,    (ajg  X^)  ,    •  •  •  ,    [Xn-l  ^n)  f 

vor.  Wäre  nun  in  G  das  Element  x^  mit  keinem  anderen 
Elemente  transitiv  verbunden,  so  würden  die  Trans- 
positionen (1)  unverändert  auch  in  G  vorkommen,  und  wir 
würden  wieder   auf  den   eben   besprochenen  Fall  stoßen, 
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daß  G  symmetriscli  in  (w  —  1)  Elementen  ist;  denn  (1) 
liefert  ja  diese  symmetrische  Gruppe. 

Wir  nehmen  also  an,  x^  sei  mit  einem  der  übrigen 
Elemente  verbunden  und  deshalb  mit  allen.  G  ist  dann 
transitiv.     Wir  setzen  ferner  voraus  n^l . 

Käme  in  G  eine  Transposition  (1)  vor,  so  wäre  G  bei 
Primitivität  von  zu  hoher  Ordnung,  bei  ISTichtprimitivität 
von  zu  niedriger.     Also  muß  in  G  entweder  ein 

{x^  X.2  x^)     oder  ein     (ü?^  x^)  {x2  x^) 

auftreten.  Von  der  ersten  Möglichkeit  müssen  wir  aus 
gleichen  Gründen  absehen,  die  das  Erscheinen  einer  Trans- 
position ausschlössen.    Es  bleibt  daher  nur  die  Möglichkeit 

(2)  {XiX^){X2X3)  =  t 

zurück.     Diesen  Fall  haben  wir  zu  untersuchen. 

In  dem  Komplexe,  der  nach  Unterdrückung  von  Xi 
aus  G  entsteht,  kommt  ein 

o  -  (x.^  x-^  Xq  aj;  x^) 

vor,  also  in  G  je  nach  der  ursprünglichen  Stellung  des  x^ 
eine  der  sieben  Substitutionen  ö  ,  Oj , .  .  . ,  n,^ ,  die  hier  folgen : 

^  ^^  V^Z  "^5  "^6  "^7  "^4/   >  ^1   "^  (•'^1  ^a)  (^3  ^5  ^6  ^1  •^4/   > 

^2  ^^  (^1  ^3  ^5  ^6  ''^1  ^4)   »       ^3  ^^  (^'l  "^ö  ^6  "^7  -^4  -^s)   f 

O4  =  (a7j  Xg  x-j  x^  x^  x^)  ,     05  =  [x^  X'j  x^  x-^  x^  Xq)  , 

^6  ^^  ("^l  •^4  "^3  ^5  "^G  *'?)   • 

Alle  diese  sieben  Fälle  sind  unmöglich,  wie  sich  leicht 
zeigt.     Denn 


I. 

a  und  t  liefern 

{[toYay 

— =  [X^  X^  X-j) 

II. 

Ol  liefert 

öl 

=  {0^1  37«)  . 

III. 

0.,  und  t  liefern 

(oW 

=  {«'2  «"3  «■7) 

IV. 

03  und  t  liefern 

(oW 

=  {X2  X^  Xq) 
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V.    04  und  t  liefern 

VI.    05  und  t  liefern 

VII.    o^.  und  t  liefern 

{ol  ty  =  {x^  x^  x^)  . 

In  all  diesen  Fällen  stößt  man  also,  wie  man  sieht, 
auf  Substitutionen,  die  die  alternierende  oder  die  sym- 
metrische Gruppe  hervorrufen,  wenn  G  primitiv  ist.  Und 
ein  imprimitives  G  hat  zu  geringe  Ordnung.  Demnach 
gibt  es  für  n  ^  7  keine  Gruppe  mit  dem  Index  n  außer 
der  symmetrischen  von  (n  —  1)  Elementen. 

Aber  auch  für  w  =  5  ist  keine  andere  Gruppe  vor- 
handen. Hier  würde  nämUch  die  Ordnung  von  G  gleich  4 ! 
sein.  In  unserem  Systeme  K  käme  t  =  (a?,  x^  x^  x^) 
vor.  Das  fehlende  Element  x^  kann  nicht  in  den  Zyklus 
von  T  treten,  denn  G  enthielte  sonst  eine  Substitution 
fünfter  Ordnung  und  es  wäre  die  Ordnung  von  G  durch  5 
teilbar,  t  selbst  käme  daher  in  G  vor;  damit  aber  auch 
die  Potenz 

(f  t)3  =  {X.^  X^)  . 

Ebensowenig  ist  es  bei  n  =^  3  oder  4  möglich,  solche  Aus- 
nahmegruppen zu  bilden. 

Ist  die  Ordnung  einer  Gruppe  nten  Grades 
gleich  (n  —  1)1 ,  so  ist  es  bei  n  ^  6  die  symmetrische 
Gruppe  von  (n  —  l)  Elementen. 

§  126.  Wir  wollen  nun  dem  Falle  n  =  6  näher  treten 
vmd  die  transitiven  Gruppen  des  Grades  6  und  der  Ord- 
nung 120  aufsuchen. 

In  dem  Komplexe  K ,  der  durch  die  Unterdrückung 
von  a?i  in  den  Substitutionen  von  G  entsteht,  und  der  mit 
der  symmetrischen  Gruppe  der  fünf  Elemente  x^ ,  x^ ,  x^, 
x^ ,  Xq  identisch  ist,  kommen  die  zehn  Transpositionen 
vor,  deren  Indizes  die  folgenden  sind: 

(3)       (23) ,  (24) ,  (25) ,  (26) ,  (34) ,  (35) ,  (36) ,  (45) ,  (46) ,  (56)  . 

In  G  tritt  nach  dem  vorigen  Paragraphen  zu  jeder  dieser 
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Transpositionen  ein  (x^Xa)  hinzu,  so  daß  in  G  zehn  Sub- 
stitutionen enthalten  sind,  die  die  Form  haben 

(4)  (1  a)  (23) ,  (1  h)  (24) .  (1  e)  (25) ,  .  .  . ,  (1  sr)  (56)  , 

wo  a  ,  b  ,  c ,  .  .  . ,  g  nur  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  sein  können.  Es 
muß  also  einer  der  Indizes  a  ,  h  ,  c  ,  . .  .  mehrfach  in  (4)  auf- 
treten. Da  die  Bezeichnung  in  unserem  Belieben  steht, 
sei  dies  der  Index  4  in  (14)  (23) .  Ein  zweites  (14)  kann 
nur  mit  einer  der  fünf  Transpositionen  aus  (3) 

(25),  (26),  (35),  (36),  (56) 

Terbunden  sein,  d.  h.  es  muß  von  den  fünf  Substitutionen 

(14)  (25) ,  (14)  (26) ,  (14)  (35) ,  (14)  (36) ,  (14)  (56) 

eine  zu  G  gehören.  Die  vier  ersten  sind  es  nicht,  wie 
die  Multiplikation  mit  dem,  der  Annahme  nach  vor- 
handenen (14)  (23)  zeigt;  denn  sonst  enthielte  G  eine 
Zirkularsubstitution  dritter  Ordnung,  was  nach  dem  ersten 
Absätze  von  §  125  nicht  möglich  ist.  Also  gibt  es  in  G 
die  beiden  Substitutionen 

(5)  (14)  (23)     und     (14)  (56)  . 

In  dem  Komplexe  K ,  der  durch  die  Unterdrückung 
von  Xy  entsteht,  kommt  auch  (234)  vor,  folglich  in  G  eine 
der  Substitutionen 

(234) ,  (15)  (234) ,  (16)  (234) ,  (1234) ,  (1342) ,  (1423)  . 

Es  zeigt  sich  sofort  die  Unmöghchkeit  der  zweiten  und 
dritten  Annahme;  die  der  ersten,  vierten  und  sechsten 
folgt  durch  Multiplikation  mit  (14)  (23) .     Also   enthält  G 

(6)  s  =  (1342)     und  ebenso     o  =  (1546)  , 

wie  sich  zeigt,  wenn  man  von  (14)  (56)  statt  von  (14)  (23) 
in  (5)  Gebrauch  macht. 

ÄhnUche  Schlüsse  beweisen  für  G  die  Existenz  einer  der 
sechs  Substitutionen 

(2354) ,   (16)  (2354) ,   (12354) ,   (13542) ,   (15423) ,   (14235)  , 

die  aus  dem  Auftreten  von  (2354)  in  K  folgt. 

Aber  die  zweite,  dritte,  vierte  und  sechste  können 
nicht  vorkommen  wegen  der  sonst  in  G  bzw.  vorhandenen 
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((16)(2354))2.(14)(56).(16)(2354).(14)(56).(16)(2354)=(134) 

(12354).  (14)  (23)  =  (135) 

(14)  (23) .  (13542)-^  •  (14)  (23)  •  (13542)  =  (145) 

(14)  (23).  (14235)  =  (125). 

Andererseits  liefern  die  erste  und  die  fünfte  das  gleiche, 
wenn  man  von  der,  wegen  der  Konstitution  von  (5)  und  (6) 
erlaubten  Vertauschung  der  Indizes  2  und  3  absieht.  Denn 
es  ist  ja 

((14)  (23) .  (2354)2)2  =  (15432)  , 

und  umgekehrt  findet  man 

(1342) .  (15423)  =  (3254)  , 

so  daß  jede  der  beiden  Möglichkeiten  —  die  Annahme  von 
(2354)  oder  von  (15423)  —  aus  der  anderen  folgt.  Also 
reicht  es  aus,  für  G  die  Existenz  anzunehmen  von 

t  =  (15423)  . 

Nun  ist  st  =  t^s,  d.  h.  {s}  ist  mit  {t}  vertauschbar. 
G  enthält  somit  den  Teiler 

der  Ordnung  4  •  5  =  20  .  Jede  Substitution  von  H  kann 
auf  eine  der  Formen  gebracht  werden 

s«  Iß     oder     P  s^ 

(«,5  =  0,  1,2,3;  ß,Y  =  0,  1,2,3,4). 

Ferner  enthält  G  das  Produkt 

u  =  ot=  (146523)  , 

für  das  die  Eelationen  gelten 

mit  deren  Hilfe  aUe  Substitutionen  von  {s,  t ,  u)  auf 
die  Form 

(«  =  0,1,2,3;     ^  =  0,1,2,3,4;     £  =  0  ,  1  ,  .  .  . ,  5) 

gebracht  werden  können.  Alle  diese  120  Substitutionen 
sind  voneinander  verschieden.    Denn  aus  einer  Gleichung 
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folgt,  daß  u^~^'  ZM  E  gehört;  also  muß  e  =  e'  sein,  da  H 
das  Element  6  nicht  umsetzt;  usf. 
Demnach  ist  schließlich 

G  =  {s  ,  t ,  u}  . 

Es  gibt  eine  transitive  Gruppe  6ten  Grades 
vom  Index  6,  also  von  der  Ordnung  120,  nämlich 

(t  =  \{Xi  X^  X^  X.^)  ,   [X^  a?5  X^  X.2  X^)  ,   (Xj  X^  X^  X^  Xo  Xq^jf  . 

Außerdem  gibt  es  noch  eine  intransitiveGruppe 
6ten  Grades  vom  Index  6,  die  mit  der  symme- 
trischen Gruppe  von  fünf  Elementen  identisch  ist. 

§  127.  Wir  wollen  nun  weiter  annehmen,  eine  Gruppe  Gf 
des  Grades  n  habe  die  Ordnung  r ,  und  es  sei 

r>{n  —  Tc)\. 

Unterdrückt  man  in  allen  Substitutionen  von  G  die  k  Ele- 
mente Xi,  x.2 ,  x-i  ,  .  .  . ,  Xk,  so  erhält  man  einen  Komplex 
von  Substitutionen  aus  {n  —  fc)  Elementen ,  der  mehr  als 
in  —  Tc)\  Substitutionen  dieser  Elemente  enthält.  Dies  ist 
wegen  der  Anzahl  der  verschiedenen  Substitutionen  von 
{n  —  Je)  Elementen  nur  mögUch,  wenn  der  Komplex  gleiche 
Substitutionen  enthält,  so  daß  unter  den  Substitutionen  von  G 
solche  vorkommen,  die  sich  nur  durch  die  Stellung  der 
x^,  Xo  ,  .  .  .,  Xk  voneinander  unterscheiden,  s^  und  So  seien 
zwei  solche;  dann  kann  das  Produkt  s^  •  s^^  außer  den  Ele- 
menten a*! ,  Xo  1  .  .  . ,  Xk  nur  Elemente  enthalten,  die  in  s^ 
oder  in  Sj  einem  der  Elemente  x^,  x^ ,  .  ■  ■ ,  Xk  voraus- 
gehen. Denn  gehört  x^  nicht  zu  diesen,  so  enthält  s^  wie  So 
dieselbe  Folge  x^^Xß  und  in  s^s.]^^  fäUt  Xg,  fort.  Es  kommen 
daher  in  G  Substitutionen  von  nicht  mehr  als  3  k  Ele- 
menten vor.  Xun  müssen  die  Substitutionen  einer  Gruppe, 
die  möghchst  wenige  Elemente  umsetzen,  regulär  sein,  da 
sonst  eine  ihrer  Potenzen,  ohne  gleich  1  zu  werden,  weniger 
Elemente  enthielte  als  sie  selber.  Wir  haben  demnach  den 
Satz:  Ist  die  Ordnung  r  einer  Gruppe  nten  Grades 
>(w  — fc)!,  so  enthält  sie  reguläre  Substitutionen 
von  höchstens  Sit  Elementen. 

Die  weitere  Untersuchung  müßte  daher  an  den  Be- 
griff der  Klasse  einer  Substitutionengruppe  anknüpfen 
(§  100,  S  128).  

]1* 
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12.  Kapitel. 

Analytische  Darstellung  der  Substitutionen. 
Die  lineare  Gruppe. 

§  128.  Wir  sind  gelegentlich,  §  103,  S.  132,  auf  die 
analytische  Darstellung  von  Substitutionen  gekommen; 
hier  wollen  wir  uns  mit  einer  genaueren  Untersuchung  der 
dabei  auftretenden  Verhältnisse  beschäftigen.  Die  Elemente 
a?i ,  ac2 ,  x^i  . . ',  sOn  der  Substitutionen  sollen  durch  die 
Angabe  ihrer  Indizes  bezeichnet  werden,  also  Xi  einfach 
durch  i .     Dann  kann  man  die  Substitution 

1   2   3  ...  w\       /<x\       ,       ^1 

darstellen  durch 

Si  =  \ix  ^  (p{(x)\  ,     oder  noch  kürzer  durch     Si  =  \(p{o()\  , 

wo  (p  eine  Funktion  von  oc  ist,  die  nur  die  Bedingungen 
zu  erfüllen  hat 

99(1)  =  ?"i ,  99(2)  =  ü  ,  q){3)  =  «•..,   . . .,  (p{n)  =  in  . 

Dies  kann  auf  unendUch  viele  Arten  geschehen;  bei- 
spielsweise mit  Hilfe  der  Lagrangeschen  Interpolations- 
formel, indem  man  zuerst 

fioc)  =  {<x-l){a-2){o,-3)...{oc-n);  f^a)  ^  ^ 
und  dann 

vW  - '.  («  _i)  /■'(!)  +h  (^  _2)  f'(2)  +  ■■■+'' (a  -n)f'(n) 

setzt.  Daß  nicht  jede  numerische  Funktion  von  (x  zur 
Darstellung  einer  Substitution  benutzt  werden  kann,  folgt 
einfach  daraus ,  daß  sie  für  a=l,  2,  3,  ...,  n  lauter 
voneinander  verschiedene  Werte  derselben  Eeihe  1 ,  2  ,  3  , 
.  .  . ,  n  liefern  muß. 

Bezeichnet  n  den  Grad  der  Substitution,  und  ist  n 
auf  irgend  eine  Art  in  Faktoren  zerlegt  n  ^n^^-tu  ...  w« , 
dann   kann   man   die  n  Elemente   der   Substitution   oder 
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genauer  ihre  Indizes  durch  ein  System  von  y.  Größen 
bezeichnen,  etwa  durch 

Xi„i^,H i.,,  (/.,  =1,  2,  ...,  M^  ;     a  =1,  2,  ..  .,  ;i)  , 

was  wir  einfacher  durch  das  Symbol 

(2)  l/i,  i,,  ...,  ij 

angeben.  Die  Substitution  selbst  wii^d  dann  durch  den 
Übergang  des  Indizeskomplexes  (2)  in  den  neuen 

(2a)  \<Pi{h),  (f'ih),  •  •  -  (Py.(Q\ 

bestimmt.  Jede  der  Funktionen  (fg,  muß  dabei  die  Werte 
1 ,  2 ,  .  .  . ,  ».^  annehmen.  Offenbar  sind  die  9?«  der  Be- 
schränkung unterworfen,  daß,  wenn  die  Argumente  (2) 
aUe  ihre  n^  •  n^  .  •  •  »«  Wertkombinationen  durchlaufen,  das 
gleiche  mit  den  Funktionalwerteu  (2a)  der  Fall  ist. 

Es  ist  übrigens  nicht  nötig,  die  Werte  der  97«  auf  die 
Werte  1  ,  2 ,  .  .  . ,  n^  zu  beschränken.  Wir  brauchen  nur 
statt  der  Werte  95«  selbst  ihre  kleinsten  positiven  Eeste 
modulo  7ia  zu  setzen,  also  die  ihnen  kongruenten  Zahlen 
der  Eeihe  1  ,  2  ,  .  .  . ,  w«  , 

§  129.  Die  einfachste  Form  der  besprochenen  Dar- 
stellung erlangen  wir  durch  die  Annahme,  daß  die 

«1  =  ??2  =  .  •  .  =  «« 

einer  Primzahl  p  gleich  werden,  und  daß 

93«  (iß)  =  ig  +  c« 

wird,  wobei  Ca  eine  positive,  ganzzahlige  Konstante  be- 
deutet.    Dabei  geht  dann  (2  a)  in  die  Form  über 

(3)  s{c)  =  ii  +  Ci ,  ?2  +  Co ,  .  .  . ,  u.  +  c^\      (mod^^)  . 

Die  Anzahl  derart  möglicher  Substitutionen  ist  p''-,  da 
man  jedem  c  die  Werte  1 ,  2 ,  .  •  •,  p  oder  auch  0 ,  1  ,  2 , 
.  . . ,  p  —1  geben  kann.     Es  ist  ersichthch 

s{c) '  s(d}  =  s{c  +  d)  =  s{d)  •  s{c)  ; 

also  bilden  die  Substitutionen  (3)  eine  Abel  sehe  Gruppe 
A  der  Ordnung  p"  und  des  Grades  p";  sie  heißt  die 
arithmetische  Gruppe  (Cauchy). 
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A  ist  transitiv;  denn  das  Indexsystem  ai  ,  «o ,  .  .  .,  a« 
wird  in  ö^ ,  &2  >  •  •  •  >  ^^  durch  die  Substitution 

6-  (&  —  a)  E^  I  *\  +  &i  —  «1  ,  .  .  . ,  *x  +  &x  —  «X ' 

übergeführt.     Da  es    nur  eine  solche   überführende  Sub- 
stitution gibt,   so  ist  die  Gruppe  A  einfach  transitiv. 
Die  einfachsten   Substitutionen  von  A  sind  die,   bei 
denen  nur  je  ein  Index  um  eine  Einheit  erhöht  wird: 

I  *1  +  1  )   *2  »   *3  J    •  •  •  I   ^^  ^1  >        I  *1  >   *2     1"  l  )    ^3  »    •  •  •  I  "^  ^2  ? 

I  *1  ?    *2  ?    ^3  "T  l  9    •  •  •  I   ^^  ^3  ?         •  •  • 

Jede  andere  Substitution  s{c)  ist  aus  diesen  x  voneinander 
unabhängigen  darstellbar  in  der  Form 

(4)  s{c)^s\^s^-...slx. 

Die  Abel  sehe  Gruppe  A  hat  daher  den  Eang  x,  und 
man  hat 

A      =     {S^      ,       So      ,        .      .      .    ,       Sy,f       . 

Nach  §  108,  S,  141  ist  A  eine  reguläre  Gruppe. 
§  130.    Wir  suchen  jetzt  die  allgemeinste  Gruppe  der 
Substitutionen 

«  =  1 9?!  (*\ ,  ?o ,  .  .  . ,  ?■«) ,  (p^_{i^,  i.2,  .  .  .,  iy),  .  .  . 

.  .  .,  (fyXii,  H,  •  ■  -,  ix)]  , 

die  mit  A  vertauschbar  sind,  für  die  also  t~^  •  s  (c)  •  f +^  =  s  {d) 
wird.  Dazu  reicht  es  aus,  für  s  (c)  der  Keihe  nach  s^  ,  s^ , 
«3 ,  .  .  .,  Sy,  zu  nehmen.  Man  erhält,  da  t~^  den  Index  (pa 
in  iai,  verwandelt,  s^  das  *\  in  i^  + 1  überführt,  und  t  das 

?i  +  1  in  97^(^1  -f  1,  io  ,••  •)  umändert, 

Soll  dies  zur  Gruppe  A  gehören,  so  muß 

(5)  97^(i\  +  1  ,  f> ,  .  .  . ,  Q  =  (p^{i^  ,%,..•,  y  +  ^«  1 

(^=1,  2,  ...,  x) 
sein.     Genau  auf  entsprechende  Art  erhält  man 

!Va{h  ,   ?2  +  1  ,    •  ■  •  r    ?■>.)  =  ffaih  J   ^>  t    •  •  •  ;    ^"«)  +  ««2 
9?«(?i ,  f , .  ....  ?■«  +  1)  =  fpaih  '  h^  •  •  ■■>  '^"^  +  ^««  • 
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Aus  (5)  schließt  man  durch  wiederholte  Anwendung  der- 
selben Eeduktion 

<?'«(*i  +  l ,  h,  ■■  ■,  Q  =  <pAh  —  '^^  hj  •  •  •  j  Q  +  2  Cai 

=  T^aCh  —  2 ,  ^2 ,  •  •  • ,  t«)  +  3  Cai=  .  .  .  , 

9'«(«i  j  ^'2  ?  ■  •  • »  y  =  9a(0 ?  «2  5  •  •  •  ?  *"'=)  +  ^^1  h  ; 

und  weiter  aus  (5  a)  ebenso 

9?«(i'i ,  ?o ,  .  .  . ,  y  =  9?a(0  ,  0  ,  tg ,  .  .  . ,  Q  +  c»i  «1  +  Cao  h  ' 
Allgemein  ergibt  sich  das  Eesultat 

9?«(i\  ,  ?o ,  .  .  . ,  i.^)  =  (pa{0  ,  0  ,  .  .  . ,  0)  +  c«i  ii  +  Ca2  h 

-f-     ...     "T    C-s;  >{  ^■x    . 

Das    Güed   99^(0,  0 ,  ....  0)    ist    eine   Konstante,    die   c« 
heißen  mag.     Man  hat  dann 

(6)       TAh  ?   «'2  ?    •  •  •  >    y  =  ^ai  «1  +  <?a2  *2  +  •  •  •  +  C««  t«  +  C,  , 

<"     I  (/J  =  l,  2,  ...,.). 

Daß  umgekehrt  für  jedes  so  gebildete  t  die  Transforma- 
tionsformel 

t-^At  =  A 

gilt,  ist  leicht  zu  sehen. 

Wir  untersuchen  nun,  welchen  Bedingungen  die  Ca.ß 
unterworfen  werden  müssen,  damit  t  eine  Substitution  dar- 
stellt. Dazu  reicht  es  aus,  daß  für  modulo  y  inkongruente 
Systeme  der  i^  ,  f , ,  .  .  . ,  i«  die  Elemente  von  t  auch  in- 
kongruent seien;  daß  also  die  Kongruenzen  modp 

^ai  *i     I     ^«2  «2  -j-    •  •  •    -J-  C^  =  Cj(i  7l     I     C;v2  ?2   "T    •  •  •    "T  ^a 

(a=l,  2,  ...,>.) 

nur   durch   t\  ^  j^  ,  io  ^12 :  •  •  •  j  ^x  ^  7«  >    oder    daß    für 
?i  —  ;/i  =  z^  ,  f,  —  j-2  =  Zo,  ...    die  Kongruenzen 

Ccxl^l  ~r  ^a2^2   ~r   •   ■  •   ~r  Cjt  X  ^Jj/  :^:zi  U 

(a=l,2,  ...,x) 

nur  durch  ^^  ^  0,  ^  •  •  •  ^  ^>«  ^  0  befriedigt  werden.  Dazu 
ist  bekanntlich  notwendig  und  hinreichend  die  Bedingung 

(8)     A  =  \cc,ß\    nicht   =0    (modp)      {oc ,  ß  ^1 ,  2  ,  .  . .,  x)  . 
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Die  so  bestimmten  t  bilden  die  lineare  Gruppe;  daß  die 
Gruppeneigenschaften  gewahrt  sind,  folgt  leicht. 

Aus  (7)  leiten  wir  durch  rechtsseitige  Multiplikation 
mit  s{—c)  die  Substitutionen 

(9)    u  =  \i:c^ßiß,  2:coßiß,  ...,  ^c^ßißl     iß^l,  2,  ...,  x) 

her,   die  offenbar  auch  eine  Gruppe  bilden.  Wir  werden 

sie  die  lineare  homogene  Gruppe  nennen  und  mit  B 
bezeichnen. 

§  131.    Wir  wollen  die  Ordnung  von  B  bestimmen, 

d.  h.  die  Anzahl  aller  Substitutionen  (9),  für  die  (S)  gilt. 
Sie  sei  durch  r«  bezeichnet,  und  es  sei  ferner  N^.  die  An- 
zahl der  Substitutionen  (9),  für  die 

Cjj  zrzr  1  ,    C^2   ^=  ^13   ^=    •  •  •    =^  ^1/i  =^  ^ 

ist,  die  also  den  ersten  Index  j\  ungeändert  lassen.  Wir 
bezeichnen  diese  Substitutionen  u  durch  w( ,  Wo  j  **3 »  •  •  • 
Wenn  dann  u  eine  beliebige  andere  Substitution  (9)  ist, 
so  werden  alle 

(10)  U'iU,     U2U,     ...,     UyU 

den  ersten  Index  i^  in  ein  und  derselben  Weise  umsetzen 
und  nur  sie  auf  diese  Weise;  nämlich  so,  daß  der  Index  i^ 
in  einen  bestimmten  Wert 

(11)  Cii^'i  4-  Cjo  io  +  .  .  .  +  Ci-^iy, 

übergeht.  Ordnet  man  die  sämtlichen  Substitutionen  von 
B  in  solche  Komplexe  (10)  ein,  so  sieht  man,  daß  r^  =  JV«  •  o^ 
ist,  wo  Qy.  angibt,  auf  wieviel  Arten  die  Koeffizienten  c^a 
in  (11)  wählbar  sind.  Da  die  einzige  von  ihnen  zu  er- 
füllende Bedingung  die  ist,  daß  nicht  alle  q^  der  Null 
kongruent  werden,  so  ist  Qy.^p'"  —  !  und  Vy  =  {p"-  —  1)  J^y, . 
Die  u'a,  haben  die  Gestalt 

U    =   I  ^1  j    C21  li  ~T"  ^22  ^2      I      •  •   •    ~r  ^2  J^  ^>:  J    •  •   •  ) 

Hier  können  die  Coj  ,  C31 ,  .  .  .,  Cy^  völlig  beliebig  gewählt 
werden,  da  sie  den  Wert  von  A  gar  nicht  beeinflussen ;  die 
Wahl  kann  also  auf  y"'"^  Arten  geschehen.  Die  übrigen 
Koeffizienten  in  u'  unterliegen  dann  nur  der  Bedingung, 
daß  die  Determinante 

\Caß\  nicht  ^0     (modp) ,         (ä  ,  /5  =  2  ,  3  ,  .  .  . ,  ><) 
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ist.  Ihre  Wahl  kann  daher  nach  der  oben  eingeführten 
Bezeichnung  auf  r«_i  Arten  geschehen.  Demnach  wird 
X^  ^  p"-^ Ty.-!  und  weiter 

r,.  =  {p''-l)p''-'r,-i  =  {l)--l)p''-'{p''-'-p)p''--r.,-2=--., 

also 

(12)     r,  =  (i>-  - 1)  0^^  -  p)  {p"-  -  p')  ...iir-  -p"-')  . 

Das  ist  die  gesuchte  Ordnung  von  B .  Sie  ist  durch  die 
Primzahlpotenz  ps^'-i"--^')  teilbar.  B  hat  also  einen  Teiler 
von  der  Ordnung  ph "(.>'■- '^) , 

§  132.  Hat  die  Substitution  u  mit  den  Koeffizienten 
Caß  die  Determinante  J  =  \c^ß\  und  die  Substitution  u' 
mit  den  Koeffizienten  cäß  die  Determinante  A'=\c'riß:, 
dann  hat  bekanntlich  die  Substitution  u-u'  mit  den  Koeffi- 
zienten 2!cscgCgß  {q  =  1 ,  2  ,  .  .  . ,  >i)  die  Determinante  A  •  A'. 
Daraus  folgt  sofort,  daß  die  Substitutionen  u  mit  der 
Determinante  1  der  Koeffizienten  einen  selbstkonjugierten 
Teiler  von  B  bilden.  Denn  ist  co  eine  dieser  Substitutionen, 
so  ist  die  Determinante  von  ir^  co  u  wieder  gleich  A'^  •A  =  l . 
Die  Gruppe  der  co  werde  durch  ü  bezeichnet. 

Jetzt  sei  e  eine  primitive  Kongruenzwurzel  modulo  p , 
so  daß  die  Eeste  des  Komplexes 

e^,  e-,  e^,  ...,  e^'^     {mo6.p) 

alle  Zahlen  1 ,  2 ,  3  ,  .  .  . ,  p  —1  bis  auf  die  Eeihenfolge 
liefern. 

» 
ist  eine  Substitution  u  aus  B  von  der  Determinante  e , 
und  der  Komplex  u^^  Q  umfaßt  nach  schon  häufig  ver- 
wendeten Schlüssen  alle  und  nur  die  Substitutionen  u , 
deren  Determinante  ^  e  ist;  ebenso  ulQ  alle  und  nur  die 
von  der  Determinante  e- ,  usw.  Folglich  hat  man  die 
Zerlegung  von  B  in  Komplexe 

B  =  Q  +  Mo  Ü  +  ulQ+  ...  +  wr^  ^  . 

Daraus  ersieht  man:  die  Ordnung  von  ü  ist  gleich 
r«:(p— 1);  die  Faktorgruppe  B/Q  ist  zyklisch  und 
von  der  Ordnung  (p—l). 

§  133.  Wir  wollen  versuchen,  die  Gruppe  B  aus  mög- 


170  12.  Kapitel,  §  133. 

liehst  einfachen  Substitutionen  zusammenzusetzen.  Dazu 
betrachten  wir  alle  Substitutionen  der  Form 

(13)       ^>{oclß)  =  \h,  h,  ■  -  ■,  ia-i,  ?■«  +  »>,  i»+i ,  •  •  • .  ix\ 

(«  4=  ^)  , 

deren  Anzahl  gleich  x{x~l)  ist.  ip{oi/ß)  gehört  für  jede 
Wahl  von  oc  und  ß  zu  B .  ja  zu  ü .     Bezeichnen  wir 

Coi h  +  c„o lo  -\-  Casis  +  .  .  .  +  c„y, iy,  ==  C„  , 

also  die  Substitutionen  von  B  kurz  durch 

I  Cj     ,      Co    1      C^    ,      .     .     .   ,      Cy.\     , 

SO  wird 

\G,,  C,,  C3,  ...,  Cy.\-y>ialß) 

=  I  C*!  ,    Co  ,    .  .  •  ,    Ca_i  ,    Ca.  -{-  Cß  ,    Ca  +  1  )    •  •  •  j    Cx\  j 

d.  h.  die  rechtsseitige  Multiphkation  einer  Substitution  aus 
B  mit  ipiocjß)  bewirkt  die  Addition  des  /5ten  Index  zum 
ccten  ohne  weitere  Änderungen  der  Indizes. 

Nicht  alle  Koeffizienten  von  iy_  in  C^  ,  Co  ,  C3 ,  .... 
Cy.  können  verschwinden;  denn  sonst  wäre,  gegen  (8),  die 
Determinante  A  =  0 .  Wir  können  die  Bezeichnungen  so 
wählen,  daß  c«^  4=  0  ist.  Dann  bilden  wir  mit  noch  un- 
bestimmten t/i  ,  2/2?  •••?  l/y.-!  als  Exponenten  die  Kom- 
position 

\C,,  C,,  ...,Cy.\'  ip(llxy'^yj{2!x)y^  .  .  .  tpix-ljxf- 

=     \C,    +    y,Cy.,      Co-hy.Cy.,      ...,      Cy..l-\-yy.-lCy.,      C  ,\ 

und  bestimmen  die  y^ ,  y^ ,  ■■■,  yy.-i  so,  daß  im  Eesul- 
tate  das  iy  der  ersten  {x  —  1)  Indizes  fortfällt.  Das  wird 
durch  die  Lösung  von  [x  —1)  linearen  Kongruenzen  er- 
reicht, nämlich  von 

Cly   +  yiCyy^O,         C  O  y.   ^   y  O  C  y.  y.   ^E£   0 ,  .   .   . , 

Cy-l,y    -\-yy-lCy.y.    =    0    . 

In  ähnlicher  Art  können  wir  aus  den  {x  —  2)  ersten 
Indizes  das  iy-i  entfernen,  wofür  möglicherweise  die 
Aufeinanderfolge  in  den  (x  —1)  ersten  Indizes  geändert 
werden   muß.     Weiter   kann  man   aus  den  {x  —  3)  ersten 
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Indizes  auch  das  i«-2  eliminieren  usf.,   bis   wir   auf   eine 
Substitution  der  Form 

jCji  ?i  ,   Coi  *i  +  0.2-2  *2  »   ^31  *1  "T"  ^32  *2  "T  ^33  *3  ?    •  *  •  J 
•  •  • )  C,5 1  tj  -p  Cx  2  *2  ~r  •  •  ■  ~r  ^x  >«  *x  ■ 

mit  Cji  nicht  ^0  kommen.  Aus  dieser  führt  uns  die  weitere 
rechtsseitige  Multiplikation  mit 

yj{2ll)y^ip{Sil)y^...rp{x/lY'' 

bei  passend  gewählten  Exponenten  y  auf  eine  Substitution 
der  Form 

1^11  *1  )    ^22  ^2  ?    ^32  *2  "T"  ^33  *3  5     •  •  •  ?    <^«2  ^2     I      •  •  •      1     ^«x  *«| 

(Co2   nicht  ^0) 

und  so  fort,  bis  man  zu  einem  „Diagonalsystem"  oder 
einer  „Multiplikation" 

gelangt,  wie  eine  Substitution  von  der  Form  (14)  heißen  soll. 
Weil  nun  die  Eeziproke  von  ip  ,  nämlich 

y^ioilß)-^  =  |«\ ,  ü,  ...,  io^  —  iß,  .  .  . ,  i>,\  , 

auch  von  der  Form   der  ip  ist,   so  folgt,   daß  jede  Sub- 
stitution von  B  gleich  einem  Produkte 

a,  ß 

gesetzt  werden  kann. 

Da  ferner  jedes  xp  die  Determinante  1  hat,  so  ist  die 
Bedingung  dafür,  daß  (15)  eine  Substitution  von  Q  wird, 
in  der  Kongruenz  enthalten 

(16)  Cjii  C22  •  ■  •  Cy,.^_^^l     (modp)  . 

Wir  bemerken  noch,  daß  die  Eeziproke  des  Diagonal- 
systems (14)  gleich 


</jj        C22  *^«>< 


(14*) 

also  auch  ein  Diagonalsystem  wird 
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Zu  weiteren  Eeduktionen  führt  uns  eine  Kombination 
aus  vier  ?/;-Funktionen.  Wir  setzen,  wenn  a  nicht  ^0  modp  , 

x[ll2',  i)  =  v(l/2)«-X2/l)t/;(l/2)«"V(2/l)-«  , 

wobei  -    die  ganze  Zahl  z  bedeutet,  die  der  Kongruenz 

txz  ^  1     (modp) 

genügt;  eine  solche  besteht,  denn  oc  soll  nicht  ^0  (mod^:») 
sein.     Es  wird  dann  der  Wert  der  rechten  Seite 

X  (l/2  ;  —j  =  \h  +  {oc  -  1)  i, ,  i-zj  ■•■]•  \h  7  h  +  h,  h,  •  •  •  I 

=   1^1  +{0C—1)  ü  ,    h  +  «  «2  J   «3  ?    •  •  •  I 
•    h  +  (^  ~  l)  *3  »    ^{-h  +  *2)  »    •  •  • 

und  weiter  ergibt  sich  unter  Benutzung  dieses  Eesultates 

=  1^11  ^22  *1  J   *2  J   ^33  '^3  5    ■  •  •  t   ^y.n  *x|  Z(l/^  ?   ^22) 

=  1^11  ^22  C33  *i  j  *2  ?  *3  J  ^^44  ^4  5   •  •  •  I  P^(l/''  5  ^Ss)  Z(ly-'  5  ^22)  =^  •  •  • 

=  [Tic««  *i ,  i, ,  .  .  . ,  «,i  •  nxiljß ;  c^^)  , 

und  ebenso 

=  nxil/ß ;  Cßß) '  I  (q^  .  . .  c,«)  »1 ,  «2 ,  •  •  • ,  *«|  . 

Unter  Berücksichtigung  von  (15)  erkennt  man,  daß 
jede  Substitution  von  B  mit  der  Determinante  d  gleich 
einem  Produkte 

IIxp{oclß)-  \d^,  io ,  .  .  .,  iy.\  , 
also  jede  von  ü  gleich  einem  Produkte 

ny^ioclß) 
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gesetzt  werden  kann.  Es  sind  noch  weitere  Eeduktionen 
der  ipi(x/ß)  möglich,  derart,  daß  nur  Funktionen  v^(l//5) 
oder  yjiocjl)  auftreten;  doch  wollen  wir  hierauf  nicht  weiter 
eingehen. 

§  134.  Abgesehen  von  dem  Vorzuge  der  Einfachheit 
ihrer  Bildung  haben  die  besprochenen  Gruppen  Hnearer  Sub- 
stitutionen noch  eine  besonders  hervorragende  Bedeutung. 
Das  geht  aus  den  folgenden  Untersuchungen  hervor  und 
steht  in  Beziehung  zur  Theorie  der  auflösbaren  Gruppen. 

Wir  wollen  die  transitiven  auflösbaren  Gruppen  des 
Primzahlgrades  p  untersuchen.  G  sei  eine  solche  Sub- 
stitutionengruppe ;  ihr  Grad  sei  p  ;  ihre  Elemente  Xq  ,  x^  , 
.  .  .,  Xp_i.  Ihre  Ordnung  r  ist  als  Teiler  von  2^!  und  als 
Vielfaches  von  jJ  durch  p^ ,  aber  durch  keine  höhere  Potenz 
von  p  teilbar.  Die  letzte  Gruppe  der  Hauptreihe  von  G, 
unmittelbar  vor  der  Einheit  sei  31 .  Dann  ist  31  als  selbst- 
konjugierter Teiler  der  primitiven  Gruppe  G  transitiv  in 
den  Elementen  Xq,  x^,  Xo  ,  ■..,  Xp_i  nach  §114,  S.  145; 
die  Ordnung  von  31  ist  daher  ein  Vielfaches  von  p  und 
nach  §  58,  S.  75  eine  Potenz  von  p  .  Nach  den  obigen 
Darlegungen  kann  es  nur  p^  sein.  Die  letzte  Gruppe 
der  Hauptreihe  von  G  vor  der  Einheit  ist  eine  zyk- 
lische Gruppe  des  Grades  und  der  Ordnung  p  ;  sie 
ist  von  der  Form 

31  =  {{xo a?i  .  .  .  Xp_i)}  ^  {\x, ,  x,+i\}  =  \z,  z+l\      (mod?;)  . 

Zu  den  voraufgehenden  GUedern  der  Kompositionsreihe 
von  G  führen  die  Untersuchungen  aus  §  103,  S.  132. 
Diesen  zufolge  gehören  sämthche  Substitutionen,  die  31  in 
sich  selbst  transformieren,  zur  metazykhschen  Gruppe  der 
Ordnung  p{p—l),  d.  h.  die  auflösbaren  transitiven 
Gruppen  des  Primzahlgrades  p  sind  Teiler  der 
metazyklischen,  daher  auch  der  linearen  Gruppe 
gleichen  Grades. 

Der  gewonnene  Satz  läßt  sich  umkehren:  Die  meta- 
zyklische  Gruppe  des  Primzahlgrades  p  ist  auf- 
lösbar. 

Diese  Gruppe  G  kann  nämlich  nach  unseren  Unter- 
suchungen (§  103,  S.  132)  folgendermaßen  dargestellt  werden: 
es  sei  a  eine  primitive  Kongruenzwurzel  modulo  p  ,   und 

s  =  \z-\-l\,     t  =  \az\         (modp)  , 
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wobei  z  den  Index  der  Elemente  Xq^  x^^  ...,  iCp_i  all- 
gemein darstellt.     Dann  ist 

Um  die  Konstitution  von  G  zu  ergründen,  zerlegen  wir 
(p  —  1)  in  seine  Primfaktoren 

2>  —  1  =  ?1  ?2  ?3  •  •  •  Se 
und  setzen,  die  q  in  willkürlicher  Folge  genommen, 

t^=\a^z\^     <2  =  |«.o2|,      ...,     ^e  =  |<*e2;|  =  J2:|  ; 
dann  ist 

ö  =  (s ,  />  ,     ö,  =  <s  ,  /J  ,     (?2  ==  <s  ,  <2>  ,      •  •  .  , 

eine  der  Kompositionsreihen  von  G ;  die  zugehörigen  Zahl- 
faktoren der  Komposition  sind  hier  die  Primzahlen 

?i  5  ?2  ?  «3  j  •  •  •  j  1«  j  P  ; 

also  ist  G  auflösbar. 

§  135.  Die  gewonnenen  Eesultate  lassen  sich  noch  ver- 
allgemeinern. 

Es  sei  G  eine  primitive  auflösbare  Gruppe  des 
Grades  p"* .  In  der  Hauptreihe  von  G  möge  M  das  Glied 
sein,  das  unmittelbar  vor  der  Einheit  steht.  Nach  §  114, 
S.  145  ist  M  transitiv  in  den  p*  Elementen  von  G  und 
nach  dem  Schlußsatze  jenes  Paragraphen  eine  Ab e Ische 
Gruppe  des  Typus  (1 ,  1 ,  1 ,  .  .  . ,  1) .  :t;rach  §  108,  S.  141 
ist  ihr  Grad  gleich  ihrer  Ordnung;  also  hat  M  die  Ord- 
nung p"* ,  und  das  Symbol  (1 ,  1 ,  1 ,  .  .  . ,  1)  umfaßt  (x  Ein- 
heiten. Die  Substitutionengruppe  If  ist  einstufig  isomorph 
in  der  Form 

fe>j...&^        (A  =  0,  1,2,  ...,p-l) 

darstellbar,  wenn  die  &  voneinander  unabhängige  und  mit- 
einander vertauschbare  Operatoren  der  Ordnung  p  bedeuten. 
Um  diese  Darstellung  analytisch  zu  gestalten,  setzen  wir 

&^&^••&l"=^.„ ......,;.„  (A=o,i,2,...,p-i), 
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Analytische  Darstellung  d.  Substitutionen.  Die  lineare  Gruppe.  175 
erkennen  sofort,  daß  die  Gleichung 

besteht,  und  schließen  daraus,  daß  M  aus  den  oc  einfachen 
Substitutionen 

*!  =  I  *1  +  1  j    ^2  >    •  •  •  ?   *a  I   ?       ^2  ^^     *1  >    ^2  ~r  1  »    •  •  •  5    *«  1   5        •  •  •    J 
S„  =  |t|  ,    ?2  5    •  •  •  ?    ^a  ~r  1  ; 

hervorgeht  und  mit  der  arithmetischen  Gruppe  identisch 
ist.  Die  letzte  Gruppe  der  Hauptreihe  einer  primi- 
tiven auflösbaren  Gruppe  des  Grades  p*  besteht 
aus  den  p"  arithmetischen  Substitutionen  der  Ele- 
mente  a'z,,z.,,...,.-^ 

{ß^0,l,2,  ...,p-l;     (modp)). 

Jetzt  ermöghchen  uns  die  in  §  130,  S.  166  erlangten  Ee- 
sultate,  einen  Schritt  weiter  zu  gehen.  Es  hat  sich 
nämlich  dort  gezeigt,  daß  die  einzigen  Substitutionen,  die 
M  in  sich  selbst  transformieren,  der  hnearen  Gruppe  des 
Grades  p"  angehören.  Eine  primitive  Gruppe  vom 
Grade  p'  kann  nur  auflösbar  sein,  wenn  sie  ein 
Teiler  der  linearen  Gruppe  dieses  Grades  ist 
(E.  Galois).  Die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  nicht  all- 
gemein gültig;  die  Bestimmung  aller  auflösbaren  Teiler 
der  hnearen  Gruppe  führt  auf  schwierige  Probleme. 
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Dieses  Werk  umfaßt  sowohl  den  Lehrstoff  aller  tech- 
nischen Mittelschulen,  wie  den  für  die  Studierenden  an  tech- 
nischen Hochschulen  in  den  ersten  Semestern  ihres  Studiums. 
Bei  der  Bearbeitung  war  allein  der  Gesichtspunkt  maßgebend, 
den  Stoff  unter  Wahrung  seines  wissenschaftlichen  Charakters 
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auch  dem,  der  der  höheren  Mathematik  nicht  kundig  ist,  ver- 
ständlich zu  machen. 
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